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i purpose of A. Zygmund’s book is to give a reasonably complete 
account of the present state of the theory of trigonometrical series of a single vari- 
able. Firstly, elementary subjects are discussed, then, progressively, the wide field 
of modern investigations is opened up to the reader. A large number of results are 
here, for the first time, exposed in a systematic form. Abundance of material goes 
together with the variety of the methods employed; the methods of the theory of 
functional operations and those of the theories of a real and of a complex variable 
complete each other. Besides the text, every chapter contains a number of miscel- 
laneous theorems and examples. Most of them are accompanied by indications of 
solutions and are meant as exercices for the reader. An extensive bibliography will 
be found at the end of the book. 


Except for Lebesgue integration, a knowledge of which is assumed, the 
book is practically self-contained, in the sense that only elements of Analysis are 
supposed to be known. The range of the subjects discussed will be seen from the 
Table of Contents which follows. 
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PRÉFACE. 


La théorie des opérations, créée par V. Volterra, a pour 
objet l'étude des fonctions définies dans les espaces à une infi- 
nité de dimensions. Dans plusieurs domaines très importants des 
mathématiques cette théorie a pénétré d’une façon essentielle: il 
suffit de rappeler que la théorie des équations intégrales et le 
calcul des variations se sont trouvés contenus comme des cas parti- 
culiers dans les principales sections de la théorie générale des 
opérations. On voit dans cette théorie les méthodes de mathé- 
matique classique s’unir aux méthodes modernes d’une manière 
parfaitement harmonieuse et remarquablement efficace. Elle permet 
souvent d'interpréter les théorèmes de la théorie des ensembles 
ou de la topologie d’une façon tout à fait imprévue. Ainsi p. ex. 
le théorème topologique sur le point invariant se laisse traduire 
moyennant la théorie des opérations (comme Pont montré M. M. 
Birkhoff et Kellogg) dans le théorème classique sur l’exi- 
stence des solutions des équations différentielles. Il y a des parties 
importantes des mathématiques dont la connaissance vraiement 
approfondie n'est possible qu' à l’aide de la théorie des opéra- 
tions. Telles sont aujourd'hui: la théorie des fonctions de va- 
riable réelle, équations intégrales, calcul des variations, etc. 

Cette théorie mérite donc avec raison, aussi bien par sa va- 
leur esthétique que par la portée de ses raisonnements (même ab- 
straction faite de ses nombreuses applications) l'intérêt de plus 
en plus croissant que lui prètent les mathématiciens. Aussi on 
ne s'étonnera pas à l'opinion de M. J. Hadamard, qui considère 
la théorie des opérations comme une des plus puissantes méthodes 
de recherche de la mathématique contemporaine. 


VI 


Le livre présent contient la première partie de l’algèbre des 
opérations. Il est consacré à l'étude des opérations dites linéai- 
res, qui correspond à celle des formes linéaires 4, x, + & X, + 
+... + än Xn de l’algèbre. 

La notion d'opération linéaire peut être définie comme suit. 
Soient E et E, deux espaces formés d'éléments quelconques, mais 
où une addition associative et l’élément-zéro sont supposés dé- 
finis. Soit y= U(x) une fonction (opération, transformation) 
qui fait correspondre à tout élément x de E un élément y de E, 
(dans le cas où Æ, est en particulier l’espace des nombres réels, 
cette fonction porte aussi le nom de fonctionnelle). Si, quels 
que soient x, et x, de E, on a U(x + x,) = U(x,) + U(x; 
l'opération U(x) s'appelle additive. Si, en outre, E et E, sont 
des espaces métriques, ©. à d. que dans chacun d'eux la distance 
des éléments est définie, on peut considérer des opérations U (x) 
continues. Or, les opérations à la fois additives et continues 
s’appellent linéaires. 


Dans ce livre, je me suis proposé de recueillir surtout les 
résultats concernant les opérations linéaires définies dans certains 
espaces généraux, notamment dans les ainsi dits espaces du type 
(B), dont des cas particuliers sont: l’espace des fonctions con- 
tinues, celui des fonctions à p-ième puissance sommable, l’espace 
de Hilbert, etc. 

Je donne aussi l'interprétation des théorèmes généraux dans 
diverses disciplines mathématiques, à savoir dans la théorie des 
groupes, des équations différentielles, des équations intégrales, 
des équations à une infinité d’inconnues, des fonctions de varia- 
ble réelle, des méthodes de sommations, des séries orthogonales, 
etc. Il est intéressant de voir certains théorèmes donner des 
résultats même dans des disciplines assez éloignées les unes des 
autres. Ainsi p. ex. le théorème sur l’extension (prolongement) d’une 
fonctionnelle additive résout simultanément le problème général de la 
mesure, le problème des moments et celui de l'existence des solu- 
tions d’un système d'équations linéaires à une infinité d’inconnues. 


VII 


A coté des méthodes algébriques, ce sont surtout celles de 
la théorie générale des ensembles qui passent dans ce livre 
au premier plan, en gagnant à cette théorie plusieurs applica- 
tions nouvelles. On trouvera aussi dans divers chapitres de ce 
livre de nouveaux théorèmes généraux. Tels sont, en particulier, 
les deux derniers chapitres et l’annexe: les résultats qu'ils ren- 
ferment n'ont été nulle part publiés. Ils constituent une ébauche 
de l'étude des invariants relatifs aux transformations linéaires 
(des espaces du type (B)). En particulier, le Chapitre XII contient 
la définition et l’analyse des propriétés de la dimension linéaire, 
qui joue dans ces espaces un rôle analogue à celui de la dimen- 
sion au sens ordinaire dans les espaces euclidiens. 

Les résultats et les problèmes qui, faute de place, n'ont pas 
été envisagés, sont discutés brièvement dans les Remarques à la 
fin du livre. On y trouvera aussi quelques indications bibliogra- 
phiques supplémentaires. D’une façon générale (excepté l’Introdu- 
ction) je n'indique pas l’origine des théorèmes que je crois trop 
simples ou bien démontrés ici pour la première fois. 

Un certain nombre d'ouvrages plus récents a paru et continue 
à paraître dans le périodique Studia Mathematica, qui poursuit 
le but de grouper avant tout les recherches concernant l’analyse 
fonctionnelle et ses applications. 

Je me propose de consacrer un second livre (qui constituera 
la suite de l’ouvrage présent) à la théorie des autres opérations 
fonctionnelles avec un large emploi des méthodes topologiques. 


En terminant, je tiens à témoigner ici mon affectueuse recon- 
naissance à tous ceux qui ont bien voulu m’aider dans mon travail, 
en se chargeant de la traduction de mon manuscrit polonais, ou con- 
courir à ma tâche par leurs précieux conseils. Je remercie tout 
particulièrement M. H. Auerbach pour sa collaboration à la réda- 
ction de l’Introduction et M. S. Mazur pour le concours général 
qu’il ma prêté et pour sa part à la rédaction des Remarques finales. 


Stefan Banach. 
Lwów, Juillet 1932. 
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Page 130 en haut lire: 
45) la suit y in| + | An lo à 
(45) a suite | S'a | + | If ornée , 


i=l 


(46) lim (Au + Sain) =A + N'a; et limon=o; pour i=1,2 ... 
' cs — -— ce 


i=1 i=) 


INTRODUCTION. 


A. L'intégrale de Lebesgue-Stieltjes. 


Nous admettons que le lecteur connait la théorie de la me- 
sure et de l’intégrale de Lebesguet). 


$ 1. Quelques théorèmes de la théorie de l'intégrale de Lebesgue ?). 


Si les fonctions mesurables x,(f) sont bornées dans leur en- 
semble et la suite {x.(£)} converge presque partout dans un inter- 


valle fermé fa, 4] vers la fonction x (£), on a 
b b 

(1) lim | x(t) dé = f x (£) dt. 
J 


n>] 
a a 


Plus généralement, s’il existe une fonction sommable 9 (¢) > 0 
telle que |x,(t)| < ọ (t) pour n = 1, 2,..., la fonction limite est 
également sommable et satisfait à l’égalité (1). 

Si les fonctions x,(f) sont sommables dans [a, b] et forment 
une suite non décroissante, convergente vers la fonction x (t), on 


a légalité (1), lorsque la fonction x (t) est sommable, et 
b 


lim | (dd = + œ 
no, 

a 
dans le cas contraire. 


1) Cf. p. ex. C. dela Vallée Poussin, /ntégrales de Lebesgue. Fon- 
ctions d'ensemble. Classes de Baire, Paris, Gauthier-Villars (1916), ou H. Lebes- 
gue, Leçons sur l'intégration, 2-me édition, Paris, Gauthier-Villars (1928). 

2) Cf. p. ex. C. de la Vallée Poussin, l. cit., p. 49. 
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Si la suite {x,(t)} de fonctions à p-ième puissance sommable 
(p > 1) converge presque partout vers la fonction x (£) et si 


fi Xn(t)|? dt < K pour tout n= 1,2,. 
la fonction x (t) est également à p-ième puissance sommable 1). 


§ 2. Quelques inégalités pour les fonctions à p-iéme puissance 
sommable *), 


La classe des fonctions à p-ième (p > 1) puissance sommable 
dans [a, b] sera désignée par (Z)). Au nombre p on fait corres- 


pondre le nombre q lié avec p par l’équation sta 1 et por- 


tant le nom d’exposant conjugué avec p. Pour p=2 on a donc 
également q = 2. 

Six (H) C (LP) et yOC (Li), la fonction x (t) - y (t) est som- 
mable et son intégrale remplit linégalité 


fesal (fier a)” [fiir 


En particulier, on a done pour p = 2: 


fos (fea) {f yrat) 


Si les fonctions x (t) et y (£) appartiennent à (ZW), il en est 
de-méme de la fonction x (t) + y (ć) et on a: 


1 


z = ie y= = 
(| jxn+y|? aay Ka (| EL +({ aay 


1) Cf. E. W. Hobson, The Theory of Functions of a real variable..., 2-nd 
Edition, Cambridge (1921/26), vol. I, p. 300. 


*) Cf. E. W. Hobson, lL c, vol. I, p. 588. 
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A ces inégalités correspondent les inégalités arythmétiques 
suivantes: 


Siab, <í able 4 { MAOT 
ea E 


n \ 1 n 1 n 1 
(Silat av} <(X arp (Xar), 
i i=1 


i=1 = t=1 


dont la première donne pour p = 2 l'inégalité connue de Schwarz: 


Pour toute fonction x (ć) à p-ième'(p > 1) puissance sommable 
et pour tout € > 0 il existe une fonction continue ¢ (¢) telle que 


fiser <en. 


§ 3. La convergence asymptotique. 


La suite {x,(¢)} de fonctions mesurables dans un certain 
ensemble est dite asymptotiquement convergente (ou convergente 
en mesure) vers la fonction x (t) définie dans cet ensemble, lorsqu’on 
a pour tout € >0 


lim m E (| x(0) — x (£) | > ©) = 0%). 


Une suite {x,({)} asymptotiquement convergente vers la fonction 
x (t) contient toujours une suite partielle convergente (dans le sens 
ordinaire) presque partout vers cette fonction. 


1) Cf. p. ex. E. W. Hobson, l. c., vol. II, p. 250. 
2 mE désigne la mesure de l’ensemble E; le symbole E () désigne d'une 
t 


façon générale l’ensemble des valeurs de £ pour lesquelles se présente la pro- 
priété mise en (). 
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Pour qu'une suite {x,(f)} soit asymptotiquement convergente, 
il faut et il suffit que l’on ait pour tout € > 0 


lim m E (| xt) — x(t) | €) = 04). 


4. La convergence en moyenne, 
Etant donnée une suite {x,(t)} de fonctions à p-ième puissance 
sommable (p > 1) dans [a, b], on dit que cette suite y est à p-ième 
puissance convergente en moyenne vers la fonction x (t) à p-ième 


puissance sommable, lorsque 
b 
lim f 1a) — x (|? 0. 
fc 


La condition nécessaire et suffisante pour qu’une telle fonction 


x (£) existe, est que l’on ait 
b 
lim f | x(t) — xe(t) |? dt = 0. 
i, ko 


La fonction x(f) est alors définie dans [a,b] d’une façon 
univoque, sauf dans un ensemble de mesure nulle. 

Une suite de fonctions qui converge en moyenne vers une 
fonction x (¢) est aussi asymptotiquement convergente vers cette 
fonction?) et contient par conséquent (§ 3) une suite partielle qui 
converge (dans le sens ordinaire) presque partout vers la méme 
fonction. 


§ 5. L'intégrale de Stieltjes à). 

Soient x(t) une fonction continue et «(¢) une fonction 
à variation bornée dans [a,b]. En subdivisant l’intervalle [a, b] 
en intervalles partiels à l’aide des nombres 


1) Cf. p. ex. E. W. Hobson, l. c. vol. If, p. 242 — 244, 
2) Cf. p. ex. E. W. Hobson, l. c., vol. Il, p. 245. 
3) Cf. p. ex. H. Lebesgue, l. c Chapitre XI. 
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E e 


et choisissant dans chacun de ces intervalles partiels un nombre 
arbitraire %;, nous pouvons, par analogie avec la définition 
de l'intégrale de Riemann, former la somme 


S => x (3) [o (t) — a (ti) où ti > ð> tm. 


i=1 
On démontre que pour toute suite de subdivisions, pourvu 
que leur intervalle partiel le plus grand tende vers 0, les sommes 


S ont une limite commune à toutes suites pareilles; cette limite 


est désignée par 
b 


Í x (t) da (t) 
et dite intégrale de Stieltjes. 


Cette intégrale a les propriétés suivantes: 


b a 


poen aoa 


[ro aa + (+0 da w= [ a da (t), 


a 


c 


a 
b b b 


i LA) + x(£)] da (£) = ji x(t) da (+ { x(t) da (t). 


a 


Le premier théorème sur la valeur moyenne s'exprime ici 
par linégalité 


b 
fro&w <mv, 


où M désigne la borne supérieure de la valeur absolue | x (¢)| et V 
la variation totale de la fonction a (¢) dans [a, b]. 
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Si la fonction « ({) est absolument continue, on peut exprimer 
l'intégrale de Stieltjes par celle de Lebesgue comme il suit: 


b b 


| x (t) da (t) = i x (t) a(t) dt. 


a a 


Si «(¢) est une fonction croissante (c. à. d. que l’on a toujours 
a (t')< a(t") pour a < t'< t" < b) et si l’on pose pour tout nombre 
s de Vintervalle [a (a), a (b)] 


B (s) = 4 + borne sup = > a (£)), 


on obtient: 
b a(b) 


(2) | x (£) d a(t) = [x [8 (51 ds). 


a a(a) 
Démonstration. Nous avons par définition de $ (s): 
(3) 8 [x ()] = # pour axt<o6. 


La fonction B(s) étant par hypothèse croissante et admettant comme 
valeurs tous les nombres de l'intervalle [a,b] où, d’après (3), a = 8 [a {a)] et 
b= ß [a (b), elle est une fonction continue. Il en résulte que la fonction 
x (8(s)] est également continue. 

Considérons une subdivision (à) de [a,b] donnée par les nombres a = t< 
<tj<..<t,=b et posons a (t) =%, pour 7=—1,2,.., n. Nous avons 


Ÿ 


I= [ x18) ds = (S — a) x (8), 
dpi 
où $ =$ (s) et d,,<%;/<%. Evidemment 8 (9;_,) < B (s/) = 9; <8 (4,). En 
vertu de (3) on a 8(9,_,) = B [a (t;_,)] =#,_, et d’une façon analogue $ (*,) = t; 

Par conséquent 
VERSET 

donc 

1, = x(8;) [e (E) — a (ti); 


1) Cf. H. Lebesgue, l. c., p. 258 — 260. 
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d’où 
a(b) n n 
(4) [x8 O1ds= X n= >" xE lalt) — a ti) 
a(a) i=1 i=l 


b 
Or, cette dernière somme tendant vers fx (t) da (t), lorsque la longueur 
a 
maximum des intervalles de la subdivision (6) tend vers 0, légalité (4) donne 
Tégalité (3), q. f. d. 


Ceci établi, si l’on admet que « (f) est une fonction quel- 
conque à variation bornée, on peut la représenter toujours 
comme une différence «,(¢) — «,(ć) où les fonctions a.(f) et «,(¢) 
sont croissantes; en désignant comme auparavant par B.(s) et B.(s) 
les fonctions correspondantes, nous obtenons 


b b b 


fs (t) da (t) = [= (t) da,(t) -|x (t) dæ,(t) = 


a 


G1(b) a(b) 
= | x [a,(s)] ds — | x [a (S)] ds. 
(a) Go(a) 


Si les fonctions x:({) sont continues et bornées dans leur 
ensemble et la suite {x,(¢)} converge partout vers une fonction 
continue x (¢), on a pour toute fonction « (£) à variation bornée 


b 


lim | p(t) da (£) = | ‘x (6) da (t), 


a a 
car 
a(b) a(b) EAC) 2(b) 
lim | x,[8,(s)] ds = | x [8,(s)] ds et lim | Xn[8.(s)] ds = | *n[82(s)] ds. 
n=, j N-poo RY 
(a) % (a) ‘hy(a) (a) 


§ 6. Le théorème de Lebesgue. 

Notons encore le théoréme suivant. 

Pour qu’une suite de fonctions sommables {x,(t)} où O<t<1 
remplisse légalité 
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1 
lim | a (t) xp(t) dt = 0 


0 


pour toute fonction à (¢) mesurable et bornée dans [0, 1], il faut 
et il suffit que les trois conditions suivantes se trouvent simulta- 
nément satisfaites: 


1 
1° la suite {| | Xa(Ë) | dt} est bornée, 
0 


2° pour tout € > 0 il existe un n >0 tel que tout sous- 


x 


ensemble Æ de [0,1] de mesure <% donne lieu à linégalité 


| [ xt) dt | <e, quel que soit n = 1, 2,..., 
H 


3° lim /xa(t) dt = 0 pour tout 0 <u < 11}. 
n= 4 


Nous connaitrons dans la suite d’autres théorèmes de ce genre. 


B. Ensembles et opérations mesurables (B) 
dans les espaces métriques. 


§ 7. Espaces métriques. 

Etant donné un ensemble non vide E, on dit qu’il constitue 
un espace métrique ou espace (D), lorsqu’a tout couple ordonné x, y 
de ses éléments correspond un nombre (x, y) satisfaisant aux con- 
ditions 1): 

1) Gx) =0, (%,9)—> 0 lorsque x Æ y, 

2) (x, y) = (y; x), 


3) (x, 2) < (x, Y) +O, 2) ' 


1) H. Lebesgue, Annales de Toulouse 1909. 

1) Les trois conditions 1)— 3) peuvent être remplacées par les deux 
suivantes: 1*) (x, y) = 0 équivaut à x = y, 2*) (x, z) < (x,y) + (z, y). Cf. A. Lin- 
denbaum, Sur les espaces métriques, Fundamenta Mathematicae VIII (1926), 
p. 211. 
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Le nombre (x, y) s'appelle distance des points (des éléments) 
x,y. Une suite de points {x,} est dite convergente'), lorsque 


(5) lim (Xp, %4) = 0; 
p.q 
on l'appelle convergente vers le point x (ce qu’on écrit lim x, = x,), 
lorsque ad 
(6) lim (Xn, Xo) = 0. 


n-eo 


Le point x porte alors le nom de limite (ou de point-limite) 
de la suite {xn}. 

Il est facile de voir que la relation (6) entraîne (5), car on 
a toujours 
nes”: (Xp, x4) < (Xp, x0) + (Xq, Xo) . 

Par conséquent, une suite convergente vers un point est par 
cela-même une suite convergente; bien entendu, la réciproque 
n’est pas toujours vraie. 

L'espace (D) à propriété que toute suite convergente y con- 
verge vers un certain point est dit complet. 

L'espace (D) tel que toute suite infinie de ses points con- 
tient une suite convergente vers un point s’appelle compact. 

Les espaces euclidiens constituent autant d’exemples des 
espaces (D) complets. Nous en allons énumérer ici une série 
d’autres exemples importants. 


1. Soit (S) l’ensemble des fonctions mesurables dans Vinter- 
valle [0,1]. Faisons correspondre à tout couple ordonné x, y 
d'éléments de cet ensemble ?) le nombre 


0 0 
EDR 0 


1) Les suites convergentes dans notre sens sont appelées d'habitude 
,suites satisfaisant à la condition de Cauchy“, c. à. d. précisément à la con- 
dition (5). 

2) Nous posons: x = x(t) et y = y (f), resp. x, = x, (É) et x, == xX, (£), dans 
tous les exemples où x et y, resp. x, et Xo sont des éléments d’un ensemble 
de fonctions. 
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On vérifie facilement que les conditions 1)— 3), énoncées 
plus haut pour la distance, se trouvent remplies. En effet, quant 
aux conditions 1) et 2), c’est évident (nous ne distinguons pas 
entre les fonctions qui ne diffèrent que sur un ensemble de me- 
sure nulle) et pour se convaincre que la condition 3) est égale- 
ment réalisée, il suffit de remarquer que l’on a pour tout couple 
de nombres arbitraires a, b: 

Kee eue) |b| 


moa aea ig) Ta 


Ainsi „métrisé“, l’ensemble (S) forme donc un espace (D); 
cet espace est complet, car la convergence d’une suite {x,} de 
ses points (vers un point x) s’y ramène à la convergence en 
mesure de la suite des fonctions {x,(¢)} (vers la fonction xo(é) 
dans [0, 1]. 


2. Soit (s) l’ensemble de toutes les suites de nombres. Posons 
pour tout couple ordonné x, y de ses éléments !): 


| En — Nr | oh 
(x, y) ja. Te ean a 


L’ensemble (s) forme alors un espace (D) complet. En effet, 
la convergence d’une suite de points {Xm}, resp. sa convergence 
vers un point Xo y signifie (en posant Xm = {&:(™} et x, = {En}) 
que pour tout n naturel chacune des suites {£,'”)} est convergente, 
resp. converge vers n, à mesure que m tend vers l'infini. 


3. Soit (M) l'ensemble des fonctions mesurables et bornées 
dans [0,1]. Si l’on pose pour tout couple x, y de ses éléments 
(x, y) = vrai maximum |x (t) — y (é)|, 

OUI 


1) Nous posons x = {En} et y — {nn} dans tous les exemples des espa- 
ces de suites. 
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on en obtient un espace (D) complet. La convergence d’une suite 
de points {xn} (vers un point x) s’y traduit par la convergence 
uniforme presque partout dans [0,i] de la suite des fonctions 
{xh(#)} (vers la fonction xo(t)). 


4. Soit (m) l’ensemble des suites bornées de nombres. En 
posant 


(x, y) = borne sup |En — |, 


on obtient d’une façon évidente de (m) un espace (D) complet. 


5. Soit (C) l’ensemble des fonctions continues dans [0,1]. Po- 
sons pour tout couple x, y de ses éléments 


(x, y) = max | x (t£) — y (£) |. 
<< 


L’ensemble (C) forme alors un espace (D) complet; la conver- 
gence d’une suite de ses points {x,} (vers un point xo) se ra- 
mène à la convergence uniforme dans [0,1] de la suite des fon- 
ctions {x,(ć)} (vers la fonction xo(ć)). 


6. Soit (c) l’ensemble des suites convergentes de nombres. En 
définissant pour tout couple x,y de ses éléments leur distance 
(x, y) tout comme nous l’avons fait dans l’ensemble {#), on voit 
facilement que l’ensemble (c) forme également un espace (D) 
complet. 


7. Soit (C) l’ensemble des fonctions à p-ième dérivée conti- 
nue dans [0,1]. En posant 


(x, y) = max | x (6) — y (t) | + max | x6) — yr), 


nous en obtenons un espace (D) complet. La condition nécessaire 
et suffisante pour qu’une suite de points {x,} y soit convergente 
(vers un point x) est que la suite des fonctions {x;(f)}, de-méme 
que celle des fonctions {x,)(t)}, convergent uniformément dans 
[0,1] (la première vers la fonction (f) et la seconde vers la 
. fonction xo)(t)). 
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8. Soit (LP) où p > 1 l’ensemble des fonctions à p-ième puis- 
sance sommable dans [0, 1}. En posant 


1 1 


&n=|fx6-@r, 


nous voyons que l’ensemble (L) devient un espace (D) complet. 
Pour qu’une suite {x,} de ses points soit convergente (vers le 
point x,), il faut et il suffit, que la suite des fonctions {x,(t)} 
soit dans [0,1] à p-ième puissance convergente en moyenne (vers 
la fonction Xo(f)). 


9. Soit (LP) où p> 1 l'ensemble des suites de nombres tels 


que la série X |n|? est convergente. En posant pour les éléments 
n=1 


x, y de (4) 
oo i 
(x, y) = [> En — Nn ab 
n=1 


on en obtient un espace (D) complet. 


10. L'ensemble des fonctions analytiques f(z) uniformément 
continues dans le cercle |z|< 1 forme un espace (D) complet, 
lorsqu’on définit la distance de deux fonctions f(z) et 9 (z) comme 


max | f (z) — ¢ (2)|. 
1212 


Il est à remarquer que l’on peut définir les ensembles des 
fonctions à n variables correspondant aux exemples 3, 5, 7 et 8. 


§ 8 Ensembles dans les espaces métriques. 


Soient E un espace (D) quelconque et G un ensemble arbi- 
traire d'éléments (de points) de £. 

Un point xs est dit point d’accumulation de l’ensemble G, lors- 
qu’il existe une suite de points {xn}. telle que x, x: CC G 
pour tout z et que lim x, = xs L'ensemble de tous les points 


= 
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d’accumulation de G s’appelle son ensemble dérivé et on le dési- 


gne par GQ’. L’ensemble 
G=G+G 


porte le nom de fermeture de l’ensemble G; l’ensemble G s’ap- 
pelle fermé, lorsque G'C G et il s’appelle parfait, lorsque G' = G. 
On dit d’un ensemble G qu’il est ouvert, lorsque son complémen- 
taire (c. à d. l’ensemble E—G) est un ensemble fermé, Tout 
ensemble ouvert s'appelle aussi entourage (ou voisinage) de cha- 
cun de ses points. 

Etant donné un point x, (_ E et un nombre r, > 0, l’ensemble 
de tous les points x tels que (x, x) < F, s'appelle une sphère et 
celui des x tels que (x, x,) < rọ s'appelle une sphère ouverte; le 
point x, est dit centre et le nombre r, rayon de cette sphère, resp. 
de cette sphère ouverte. On dit d’un ensemble G, qu'il est dense, 
lorsque G = E et qu’il est non dense, lorsque G ne contient aucu- 
ne sphère. 

L'espace E est dit séparable, lorsqu'il contient un ensemble 
dense dénombrable. Il est facile de voir que fout espace métrique 
compact (c. à d. dont toute suite infinie de points contient une 
suite convergente; cf. p. 9) est séparable. 

Un ensemble G est dit de l-e catégorie, lorsqu’il est une 
somme dénombrable d’ensembles non denses; dans le cas contraire 
il est dit de //-e catégorie. Un ensemble G est de I-e catégorie dans 
un point x,, lorsqu’il existe un entourage V de x, tel que l’ensemble 
G: V est de I-e catégorie; si tous les enteurages du point x, sont 
dépourvus de cette propriété, on dit que l’ensemble G est de Il-e 
catégorie au point Xy. 

On peut démontrer le suivant 

Théorème 1. Si un ensemble G situé dans un espace métri- 


que quelconque E est de Il-e catégorie, il existe dans E une sphère 
K telle que l’ensemble G est de Il-e catégorie en tout point de G: K !). 


1) Pour la démonstration voir S. Banach, Théorème sur les ensembles 
de première catégorie, Fundamenta Mathematicae XVI (1930), p. 395. 
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Admettons à présent que E soit un espace (D) complet. Nous 
allons démontrer le 

Lemme. Etant donnée dans E une suite {K,} de sphères de 
rayons rn telles que Kay: C Kn pour tout n =1,2,... et lim ra = 0, 
il existe un point commun à toutes ces sphères. a 

Démonstration. Soit x, le centre de la sphère K,. On a par 


hypothèse pour p < q naturels x, C Kı C Kp, d’où 
(7) (Xp, Xq) < fp. 


Il en résulte que la suite de points {x,} est convergente. 
En posant (l'espace E étant complet) lim x, = x), on a pour p < q se- 


noo 
lon (7) (Xp, Xo) < (Xp, Xa) + (Xa, Xo) < Tp + (Xa, Xo), L'OÙ (Xp, Xo) < Fp. 
Or, p étant arbitraire, le point x, appartient à toutes les sphères 
200 0 Goat, Gh 

Une simple conséquence de ee lemme est le 

Théorème 2. Tout espace métrique et complet E est de Il-e 
catégorie. 

Démonstration. Supposons par contre que 


(8) E= JG, 


où chacun des ensembles G, est non dense. Il existe par conséquent 
une suite de sphères {Kn} de rayons {r,} à propriétés suivantes: 
st. 
Kı à G, = 0, fi < 1 et Kn41 = Kn ; Kay: i Gait = 0, Fna S n+i à 
En vertu du lemme, il existe donc un point x, qui ap- 
partient à toutes ces sphères. Or, comme X,-G,=0 pour tout 


n=1,2,..., ce point ne peut appartenir à aucun En, contraire- 
ment à (8). 


Soit maintenant £ un espace (D) quelconque et E* un ensemble 
arbitraire de points de £. Si l’on conserve pour les élements de E* 
la même definition de la distance que celle adoptée dans l’espace 
E, on obtient de E* également un certain espace (D). 
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Considérons un ensemble G (_ E*. S'il est p. ex. non dense, 
lorsqu'on l’envisage dans l’espace E*, on dit qu’il est non dense 
par rapport à (l'ensemble) E*; ce n’est que dans le cas où E* = E 
que nous omettons d'habitude les mots „par rapport à (l’ensemble) 
E*”, On fait de-même, lorsqu'il s’agit des autres définitions 
qui ont été introduites au début de ce $. 

Le théorème 1 implique que si l’ensemble G est de I-e caté- 
gorie dans tous ses points par rapport à £*, il est de I-e caté- 
gorie par rapport à £*, D’une façon analogue, le théorème 2 
implique que lorsque l’espace métrique E est complet et Pen- 
semble E* est fermé, cet ensemble est de Il-e catégorie par 
rapport à lui-même. 


Considérons dans un espace (D) arbitraire E la plus petite 
classe K d'ensembles de cet espace satisfaisant aux conditions 
suivantes: 

1) tout ensemble fermé appartient a K, 

2) toute somme dénombrable d’ensembles appartenant 4 K 
appartient a K, 

3) tout complément d’un ensemble appartenant a K appar- 
tient a K. 

Les ensembles de la classe K s'appellent „ensembles mesurables 
(B)”. On dit d’un ensemble G qu’il remplit la condition de Baire, 
lorsque tout ensemble parfait P (4 0) contient un point x, tel 
qu’au moins un des ensembles: P-G et P— G est de I-e catégorie 
dans le point x, par rapport a P. ; 

On a le 

Théorème 3. Tout ensemble mesurable (B) remplit la condition 
de Baire '). 


§ 9. Opérations dans les espaces métriques. 


Soient E et E, des ensembles non vides arbitraires. Si l’on 
fait correspondre à tout élément x C E un certain élément de £; 


1) Pour la démonstration cf. S. Banach, l. c., p. 398. 
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on dit qu'une opération est définie dans l’ensemble E. L’élément 


x 


correspondant à x s’appelle valeur de cette opération en x; 
l’ensemble E porte le nom de domaine et l’ensemble des valeurs 


celui de contredomaine de Vopération considérée. Dans le cas 
particulier où les valeurs de l'opération donnée sont des nombres, 
on l’appelle @habitude une fonctionnelle. 


Ceci dit, admettons que l’ensemble E constitue un espace (D), 
et soit U(x) une opération ayant E pour domaine et un certain 
espace (D) pour contredomaine. L’opération U (x) s’appelle con- 
tinue au point Xx, lorsque, pour toute suite de points {x,} conver- 
gente vers le point x,, on a lim U (x)= U(x,); l'opération U (x) 


no 
s'appelle continue dans E, lorsqu'elle l’est en tout point de cet 
espace. Etant donnée une suite d'opérations {U,(x)} et une opé- 
ration U(x) définies dans E et les contredomaines de toutes ces 
opérations faisant partie d’un même espace (D), on dit que cette 
suite d'opérations est convergente au point x, vers l'opération 
U(x), lorsque la suite des valeurs U,(x,) converge vers U, (xo); 
la suite d’opérations {U,(x)} est convergente dans E vers Vopéra- 
tion U, (x), lorsqu'elle l’est en tout point de E. Si la suite d’opé- 
rations {U,(x)} est convergente dans E vers l’opération U,(x*), 
cette dernière opération s'appelle limite de {U,(x)} dans E. Au 
lieu de dire „opération continue dans Æ”, on dit plus court ,opé- 
ration continue“, lorsqu’il est entendu de quel espace il s’agit; 
on fait de-méme pour les autres termes. 

Soit K la plus petite classe d’opérations (ayant pour domaine 
commun un espace (D) donné E et pour contredomaines respectifs 
des ensembles situés également dans un certain espace (D)) qui 
satisfait aux conditions: 


1) toute opération continue appartient à K, 

2) toute limite d’une suite convergente d’opérations qui 
appartiennent à K appartient à K. 

Les opérations de cette classe portent le nom @ „opérations 
mesurables (B)“. 
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On dit dune opération U(x) à domaine E et à contredo- 
maine étant également un espace (D) qu’elle remplit la condition 
de Baire, lorsque dans tout ensemble parfait non vide PC E il 
existe un ensemble G de I-e catégorie par rapport à P et tel que 
Vopération U(x), considérée dans l’espace P— G, est continue 
dans cet espace. 

On a le 

Théoréme 4. Toute opération mesurable (B) remplit la con- 
dition de Baire '). 

On peut démontrer également le 

Théorème 5. Si l'opération U(x) définie dans l’espace E 
y est une limite d'opérations continues, il existe dans E un ensemble 
G de l-e catégorie tel que l'opération U (x) est continue en chaque 
point de l'ensemble E — G. 

Le théorème suivant établit une relation entre les ensembles 
mesurables (B) et les opérations mesurables (B); soient £ l’espace 
(D) où elles sont définies et E, l’espace qui contient leurs valeurs. 


Théorème 6. L'opération U(x) étant mesurable (B), pour 
tout ensemble G, C E, mesurable (B) l'ensemble G des points x tels 
que U(x)C G, est mesurable (B)?). 

Théorème 7. Si les espaces E et E, sont séparables et l'opé- 
ration U(x) est continue dans E, alors les images des ensembles 
GC E mesurables (B) remplissent la condition de Baire. Si, en 
outre, x == x' entraîne toujours U (x) = U(x’), les images des en- 
sembles mesurables (B) sont aussi mesurables (B). 

La première partie du théorème résulte du fait que l’image 
continue d’un ensemble mesurable (B) est toujours un ensemble 
ainsi dit „analytique“ *) et que tout ensemble analytique remplit 
la condition de Baire‘. La démonstration de la deuxième 


1) Pour la démonstration cf. S. Banach, I. c, p. 397. 

‘) F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 195, II. 

3) Cf. p. ex. F. Hausdorff, 1l. c, p. 179, 208 et 209, II. 

1) Cf. 0. Nikodym, Sur une propriété de l'opération A, Fundamenta 
Mathematicae VII (1925), p. 149—154 la démonstration pour les espaces eucli- 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 2 
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partie du théorème se trouve aussi dans le livre de F. Haus- 
dorff!). 

Théorème 8. Si les opérations U'(x) et U"(x) sont mesura- 
bles (B), la fonctionnelle (U'(x), U"(x)) Vest également. 

La démonstration résulte du fait que si les opérations U'(x) 
et U"(x) sont continues, la fonctionnelle (U'(x), U"(x)) est aussi 
continue et que pour tout point y, C Æ; la fonctionelle (y, yy) = 
(Yo, Y) est continue dans £. 


Théorème 9. {U,(x)} étant une suite d'opérations mesurables 
(B), l’ensemble des points où cette suite est convergente est un 
ensemble mesurable (B), 


Démonstration. Soit pour p,q et r naturels G,,,,, Pensem- 


ble des points x tels que (U,(x), U,(*)) < — En vertu des thé- 
orèmes 6 et 8 les ensembles Gp q,r sont mesurables (B). Or, 


ona G=]]| 5 IÍ Gr», done G est mesurable (B). 


r=1 p=1 g=p 
Théorème 10. {U’,(x)} et {U",(x)} étant des suites d'opéra- 
tions mesurables (B), si pour tout x C E on a lim (U',(x), U",(x)) <x, 
neo 


la fonctionnelle lim (U',(x), U",(x)) est mesurable (B). 
nyoo 


Démonstration. Posons pour tout couple de nombres naturels 
p,q et pour tout point x: 


Fp, a (x) = max (U'n(x), U',Cx)). 
PERKP+ +1 
On a évidemment pour tout x: 
lim (U',(x), U"A(x)) = lim lim Fp, 4 (x). 
f->os PS qee 


diens, qui s’y trouve, s'applique facilement au cas général, lorsqu'on tient 
compte du théorème précité sur les ensembles de l-e catégorie (S. Banach, 
1. c p. 395). 


1) 1. c., p. 208, Il. 
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I! suffit donc de montrer que chacune des fonctionnelles Fp, (x) 
est mesurable (B). Or, d’après le théorème 8, chacune des fon- 
ctionnelles Fp, 1(%) = (U',(x), U",(x)) est mesurable (B) et comme 
on a pour tout g > 1: 


Fp, q(x) = Fo, a(x) + Fota, 1(%) + | Fp, a(x) — Fotg, (x) |, 


on en conclut par induction, en appliquant encore le théorème 8, 

que toutes les fonctionnelles F,,4(x) sont mesurables (B). 
Théorème 11. Etant donnée une suite de fonctionnelles conti- 

nues et non-négatives {F,(x)\ telles que l'on a lim F,(x)< ~œ pour 


noo 
tout élément x dun ensemble GC E de Il-e catégorie, il existe une 
sphère KC_E et un nombre N tel que F(x) < N pour tout x CK 
et pour tout n=1,2,... 

Démonstration. Les ensembles G; des points x tels que 


F(x) <i pour = 1, 2,... sont évidemment fermés eton a GC » Gz 
i=l 


il existe donc un indice N tel que Gx est de Il-e catégorie. Com- 
me ensemble fermé, il contient par conséquent une sphère K en 
question. 


CHAPITRE I. 


Groupes. 


§ 1. Définition des espaces du type (G). 


Etant donné un espace (D) complet E, admettons qu’à tout 
couple ordonné d’éléments x, y de l’espace E vienne correspondre 
d’une façon univoque un élément z de cet espace appelé somme 
de x et y et que nous désignerons par le symbole x + y. 


Admettons en outre que E soit un groupe par rapport à cette 
somme, c’est-à-dire que: 


L. (x+y)+2=x+(yt+2), 
I,. il existe dans E un élément-zéro © tel que l’on a 
O+x=x+0=-x pour tout xC E, 
I,. à tout élément x de E correspond un élément (que nous 
désignerons par — x) et qui satisfait à l'équation 
X+(— x) = 90. 
Il résulte facilement de ces axiomes que: 


a) il wexiste dans E qu'un seul élément-zéro 0, 
a) on a (—x)+x—@ pour tout x C E, 
c) *+y=x+2 entraîne y=z. 


Admettons encore que les axiomes suivants soient remplis: 


IL. lim x, = x entraîne lim (— x;)=—x, 


noo ns 
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Il. lim x, = x et lim y, = y entraînent lim (x: + yn) = X + y. 
hoo fc Noo 
Les espaces (D) complets satisfaisant a ces axiomes seront 
nommés espaces du type (G). 
Remarque. Nous écrirons x — y au lieu de x + (— y) et — x+ y 
au lieu de (— x) + y. 


$ 2. Propriétés des sous-groupes. 


Soit E un espace du type (G). Etant donné un élément 
x (CC E et un ensemble H(_ E, nous désignerons par xH, resp. 
par Hx, l’ensemble de tous les éléments y (C E tels que y = x+2, 
resp. que y =Z + x, où zC H. 


Evidemment, on a toujours les identités 
x(A,+H,)=xA,+x A, 
x(H,—A,)=xHH,—x Ah, 
x (Hi + Hy) = (x A) (x M), 


et les identités analogues pour A, x et H, x. 

On montre facilement que, suivant que H est un ensemble ` 
fermé, ouvert, non dense, de I-e, resp. de Il-e catégorie, ou me- 
surable (B), l’ensemble xH est également fermé, ouvert, non 
dense, etc. Si z est un point intérieur de H, x+ z est un point 
intérieur de xH. 

Un ensemble non vide HC E porte le nom de sous-groupe 
de E, lorsque les conditions x (_ H et y C H entraînent x +y C H 
et —x(C H. On a alors évidemment aussi ® C H. 

Un ensemble est dit connexe, lorsqu'il n’est pas somme de 
deux ensembles non vides disjoints et fermés dans lui. Si E est 
un ensemble connexe et H, en est un sous-ensemble à la fois 
fermé et ouvert, on a H =E, car autrement l’ensemble E — H 
serait aussi non vide et fermé. | 


Théorème 1. Tout sous-groupe H(_ E qui est de Il-e catégorie 
et remplit la condition de Baire, est à la fois fermé et ouvert dans E. 
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Démonstration. En vertu du th, 1, p. 13, il existe une sphè- 
re ouverte K dans laquelle H est partout de Il-e catégorie. On 


peut évidemment admettre que le centre y, de K appartient à H. 
Comme H remplit la condition de Baire, l’ensemble À — H est 
de I-e catégorie. Or, y, étant un point intérieur de K, le point 
© = — y, + 3, est un point intérieur de (—y,)K. Il existe donc 
une sphère ouverte K, C (—y,) K de centre 9. On a (—y,) [K— H] = 
= (Y) K—(— Y) H et comme (— ya) H= H, puisque H est un 
sous-groupe, il vient (— y,) [K — H] = (~ y) K- H D K, — H, de 
sorte que, K— H et par conséquent (— yo) [K — H], étant de I-e 
catégorie, À, — H est aussi de I-e catégorie. 


D'autre part, pour tout x C K, on a xC x K,, puisque 9C K 
et x+0=x. Par conséquent X, :x K, +0. Il existe done une 
sphère ouverte K, C Kı : x K, de centre x. OnaK, —-HCK —-H 
et K,—x HC xK —xH= x[K, — H], de sorte que les ensem- 
bles KX, — H et K, — x H sont également de I-e catégorie. 


Il en résulte que /-xH- 0; il existe donc un y tel que 
yC Het yC xH, d'où — x + y H et par conséquent, H étant 
un sous-groupe, — x = — x +y— yC H, donc xC H. 

Il est ainsi démontré que K, C H et, par suite, que 9 est un 
point intérieur de H. Comme pour tout yC H on a yH=H et 
y = y + 0, chaque point y de H en est également un point inté- 
rieur, H est donc un ensemble ouvert. 


Pour prouver qu'il est à la fois fermé, posons lim yn =y où 
Yn C H pour tout n —1,2,... Or, comme lim (y — yz) =9 C KC A, 
N- oo 


il existe un 7 tel que y — y, C Kı C H, d’où y = y — yn + ÿn CA, 
c. q. f. d. 


Ce théoréme implique le suivant 
Théorème 2. L'espace E étant connexe, tout sous-groupe 


HC E qui est de Il-e catégorie et remplit la condition de Baire 
est identique à E. 
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Remarque. Comme tout ensemble mesurable (B) remplit la 
condition de Baire, les théorèmes 1 et 2 subsistent en parti- 
culier, lorsque H est un ensemble mesurable (B). 


§ 3. Opérations additives et linéaires. 


Soient E et E, des espaces du type (G) et U (x) une opé- 
ration définie dans E et dont le contredomaine est situé dans £. 
L'opération U (x) s'appelle additive, lorsque 


U(x-+y)= U(x) +U(y) pour tous xC E et yC E. 
On a alors U(x) = U (x + 0) = U (x) + U (8), d’où 
U (0)=0, 
et comme ® = U (0) = U(x — x) = U(x) + U (— x), on a 


U(—x)=— U(x). 


L’opération additive et continue s'appelle linéaire. 
Théorème 3. Toute opération additive et continue dans un 
voint est une opération linéaire. 


Démonstration. Soit x, un point de continuité de l’opération 
additive U(x). Soient x: C E, xC E et limx,;=x. On a 


noo 


lim (xn — x + x) = x, d’où lim U (xn — x + Xo) = U(x) et 


N—-yoo 


lim [U (x) — U(x) + U (x,)] = U(&), done lim U (xn) = U(x), de 


sorte que l’opération en question est continue aussi dans le point 
x arbitraire, c. a. d. qu’elle est linéaire. 

Théoréme 4. Toute opération additive mesurable (B) est une 
opération linéaire. 


Démonstration. En vertu du théorème 4, p. 17, l'opération 
U (x) considérée remplit la condition de Baire,” Elle est donc 
continue sur un certain ensemble H où E— H est de I-e caté- 
gorie. Soit lim x: = 0. L'ensemble x, [E — H]=— E — x, H étant 


n—oo 
pour tout n = 1,2,... de I-e catégorie, il en est de-méme de 
l’ensemble 
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oo 


(ate ee HE LD ES He a 
i Al 1 


n= 
qui par conséquent (en vertu du théorème 2, p. 14) n’épuise pas 
l’espace E. Il existe donc un point x tel que l’on a 


xC H et xC x,H pour tout n=1,2,..., 


d'où (—x,+.x«)C H, et comme lim (—x,+x)=.x, il vient 
fee 


lim U (— Xn +x) = U(x), done lim [U(— xn) + U(x)] = U(x) et 


finalement lim U(x,) = 0. L’opération U(x) est donc continue 


nooo 
au point © de E et par conséquent elle est linéaire d’après le 
théorème 3 qui vient d’être démontré. 


Remarque. Comme on le voit de la marche du raisonne- 
ment, le théoréme reste vrai pour les opérations additives qui 
remplissent la condition de Baire. 


Théorème 5. L'espace E étant connexe, si {U,(x)} est une 
suite d'opérations linéaires, l’ensemble des points x pour lesquels 
il existe la limite lim U,(x) est soit de l-e catégorie, soit identi- 
que à E. p 

La démonstration résulte facilement du théorème 2, p. 22, 
l'ensemble des points x où la suite d'opérations {U,(x)} est con- 
vergente étant selon le théorème 9, p. 18, mesurable (8), donc 
selon le théorème 3, p. 15, remplissant la condition de Baire 
et, en outre, tout ensemble des points de convergence consti- 
tuant un groupe. 


$ 4. Un théorème sur la condensation des singularités. 


Théorème 6. ÆEfant donnés un espace E connexe et une sui- 
te double d'opérations linéaires {Up 4 (x)}, si pour une suite de 
points {x,} la limite lim Up, (xp) n'existe pour aucun p=1,2,..., 

ges 


alors l’ensemble H des voints x tels que la limite lim Up, (x) n'existe 
ges 
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pour aucun x (_ H quel que soit p =1,2,..,, est de Il-e catégorie 
et son complément E — H est de l-e catégorie. 

Démonstration. Soit pour tout p = 1, 2,... H, l’ensemble des 
points de convergence de la suite {U, ,(x)}. On a H, = E, puis- 
que par hypothèse x, C E—H,. En vertu du théorème 5, p. 24, 
l’ensemble H, est de I-e catégorie. Il en est donc de-méme de 


oc 


l’ensemble > Ho ce qui achève la démonstration, car on a 
p= 


CHAPITRE II. 


Espaces vectoriels généraux. 


$ 1. Définition et propriétés élémentaires des espaces vectoriels. 


Etant donné un ensemble non vide E, admettons qu’à tout 


couple ordonné x, y d'éléments de E vienne correspondre un élé- 
ment x +y de E (dit somme de x et y) et que pour tout nombre 
t et pour tout x C E un élément tx de E (dit produit du nombre 
t par Pélément x) soit défini de façon que ces opérations, à sa- 
voir l'addition des éléments et la multiplication des nombres par les 


éléments remplissent les conditions suivantes (où x, y et z dési- 


gnent des éléments arbitraires de E et a, b des nombres): 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 


x+y=y+=x, 
x+y +z) = (+y) +z, 
X+y=x+ z entraîne y =2, 
a(X+y)= ax + ay, 

(a + b) x = ax + bx, 

a (bx) = (ab) x, 


less = 295 


Dans ces hypothèses, nous disons que l’ensemble E consti- 


tue un espace vectoriel ou linéaire. Il est facile de voir qu’il 


existe alors un et un seul élément — désignons-le par 0 — 


tel que l’on a toujours x +0 =x et que légalité ax = bx où 
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x Æ0 donne a= b; de plus, que l'égalité ax = ay où a = 0 im- 
plique x = y. 
Posons, en outre, par définition: 


—x=(—1)x ee x-y=x+(-y). 


Les exemples 1—10 des espaces (D), décrits p. 9 — 12 sont 
à la fois autant d'exemples des espaces vectoriels, en y admet- 
tant les définitions habituelles de laddition des éléments et de 
la multiplication des nombres par eux. 

Lorsque x += y, nous entendons par le segment unissant x 
et y l’ensemble de tous les éléments de la forme tx + (1 — £) y 
où ¢ est un nombre quelconque de l'intervalle [0,1]. 

Un ensemble G(_ E est dit convexe, lorsqu'il contient tout 
segment qui en unit les éléments arbitraires. 

Si Xi, Xo... Xn sont des éléments d’un espace vectoriel, 
l'expression 


n 
aT tty ty + + de Xn => x, 
i=1 


OÙ dy, %,..., % Sont des nombres réels arbitraires, s'appelle une 
combinaison linéaire des éléments *,, %:,..., Xn 


§ 2. Extension des fonctionnelles additives et homogènes. 

Soient E et E, deux espaces vectoriels et f(x) une opéra- 
tion définie dans E et dont le contredomaine est situé dans £. 

L'opération f(x) s'appelle additive, lorsqu'on a pour tout 
couple d'éléments x, y: 


Lx + y) =f); 


elle est dite Aomogéne, lorsqu'on a pour tout élément x et tout 
nombre £: 


fx)=t f(x). 


Théorème 1!). Etant données 


1) Cf. S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires I], Studia mathemati- 
ca I (Lwów 1929), p. 223—239, en particulier p. 226. 
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1° une fonctionnelle v (x) définie dans E et telle que l'on 
ait pour tous x et y de E 

D(x+y)<p(x)+p(y) te o(tx)=tp (x) pour t > 0, 


2° une fonctionnelle additive et homogène f (x) définie dans un 
espace vectoriel G(_ E (bien entendu, avec les mêmes définitions 
des opérations fondamentales) et telle que l’on ait pour tout x G 


f(x) <p (x), 


il existe toujours une fonctionnelle additive et homogène F(x) 
définie dans E et telle que l'on a 


F(x)<p(x) pour tout x(_E et F(x) = f(x) pour tout x(_ G 


Démonstration. Nous pouvons admettre que GÆ E; soit 
X C E—G. On a selon 2° pour x'( Get x’C G: 


FX) — fe) = fe" — 2) < p(X" x) =p [+ %0) + 4 — x) < 
< p(x" + xo) +p GC x — xo), 
=p (= x' — xo) — f (x') < p (x" + xa) — J (x"). 


Les nombres 


d’où 


m=borne sup |[—p(— x—x,)—f(x)let M=borne inf{p(x+x,) —f(x)] 
: OG xCG 
sont done finis et m < M. Etant donné un z, tel que m < r, < M, 
on a pour tout xC G 
da) —=p(= x- x) — f(x) <r <p (x + %) — f (x). 
Considérons l’ensemble G, de tous les éléments y de la forme 
(2) y=x+tx, où xC G et t est un nombre. 
Evidemment G, constitue un espace vectoriel. Posons 
(3) Po =f Htr, 


où lélément y est défini par (2); comme x, C E — G, tout yC G, 
admet exactement une représentation de la forme (2), de sorte 
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que la fonctionnelle (y) se trouve définie dans G, d’une manière 
univoque. On voit aussi qu’elle y est additive et homogène et 
qu’elle coincide dans G, avec f (x). Nous allons montrer que l’on a 


(4) ẹ (9) <p (y) pour tout y C G. 
En effet, si l’on écrit y dans la forme (2), on peut admettre 


que {-<0. En mettant dans l'inégalité (1) F au lieu de x et en 


multipliant par ¢ son membre droit ou gauche, suivant que ¢ œ 0 
ou é< 0, on obtient £r, <p (x + t x — f(x) ce qui entraîne 
d’après (3) Pinégalité (4). 

Ceci établi, on voit qu'il suffit de bien ordonner l’ensemble 
E — G, pour arriver par des extensions successives de f (x), selon 
le procédé décrit tout à l’heure, à la fonctionnelle F (x) satisfaisant 
à la thèse du théorème. 

Corollaire. Etant donnée une fonctionnelle p(x) définie dans 
E et telle que Von ait pour tout x(_E et yC E 


p(xty)<p(x)+p(y) ef p(tx)=tp (x) pour t>0, 


il existe une fonctionnelle additive et homogène F (x) définie dans 
E et telle que l’on a pour tout x(_ E 


F (x) <p (x). 


Considérons, en effet, un x, C E et désignons par G l’ensemble 
de tous les éléments de la forme ¢x, où f est un nombre arbitraire. 
G constitue alors un espace vectoriel. En y posant f (£ xo) = t p (x), 
on aura f(t x,)<p(tx,) quel que soit ¢, car £> 0 entraîne 
tp(x)=p(tx,) et ¢< 0 entraîne 0=p (0) < p (x) +p (— x), 
d’où p (x,) > — p (— x,) et finalement ¢ p (x) < — £ p (—*,) =p (Ex); 
on n’a donc qu’à appliquer le théorème 1, qui précède. 


§ 3. Applications: généralisation des notions d'intégrale, de 
mesure et de limite. 
Nous allons envisager maintenant quelques applications 
intéressantes du théorème 1 et du corollaire. 
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1. Soit Æ l’ensemble des fonctions réelles bornées x (s) 
définies sur une circonférence de longueur 1 et où s en désigne 
des arcs comptés à partir d’un point fixe dans un même sens 
de parcours. En admettant les définitions habituelles des opérations, 
E constitue un espace vectoriel. 

Or, pour tout élément x = x (s) de E, convenons d’entendre 
par p (x) la borne inférieure de tous les nombres M (x; 4, As, ..., %n) 


de la forme 
n 


M (X; a, ao, ..., €n) = borne sup = Vx (Ss + op), 
—cocsctoo N ae 

OÙ 4, %,..., % est une suite arbitraire de nombres. La fonctionnelle 
p (x) remplit alors toutes les hypothèses du corollaire. Il est, en 
effet, évident que l’on a en premier lieu toujours p (t x) = t p (x) 
pour 7 > 0. 

En second lieu, étant donnés deux éléments x = x (s) et 
y=y(s) de E et un nombre € >0, il existe des suites finies 
de nombres di, %,..., %, et Bi, Bz ...,f8 telles que 


(5) M(x; 01, o,- e e3 an) <p(x)+e ef My; Bi Ba... Bo) SP (Y) +e. 


En rangeant tous les nombres o;-+-8; où /=1,2,...,u et 
j=1,2,...,v dune manière quelconque en une suite Yi, Ya .--, Yav, 
on a 


(6) p(x+y) <M(x +y; Yis Yor e-s Van) 


et on vérifie facilement que 
(7) MX + Yis Yos 0+ Tao) S M(X; Ai, He, .. Eu) +MY; Bis Bos- e-s Bo). 


Les rélations (5)—(7) entraînent p (x + y) < p (x) + p (y) +22, 
ce qui prouve, le nombre «= étant supposé arbitraire, que 
p(x + y) <p (x) +p (y). 

Ceci établi, considérons donc la fonctionnelle F (x) qui existe 
en verfu du corollaire. 

Or, si x (s)=1, on a p(x)=1 et p(— x) ——1 et comme 
F (x) < p (x) et F(x) = — F (— x) > — p (— x), on obtient F (x) = 1. 
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Si x(s)> 0, on a p(—x) <0 et d’autre part F(x)=—F(—x)>—p(—x), 
donc aussi F (x) > 0. 

En outre, la fonctionnelle F (x) posséde la propriété de remplir 
pour tout nombre s, légalité F [x (s + s,)] = F [x (s)]. Si l’on pose, 
en effet, y (s) = «(s-+5,) — x (S) et ag = (k — 1) Sọ pour k — 1, 2,..., 
on a pour tout n: 


p (9) < M (9; ty My) es) = borne sup [x (s +7 $a) — x (9), 
donc p (y) < 0; on obtient d’une façon analogue que p (— y) < 0. 
Mais F (y) < p (y) et F (y) = — F (=y) > —p(-y), d'où F(y) = 0. 

Ainsi, en désignant par le symbole | x (s) ds la fonctionnelle 

L {F [x (s)] + F [x (1 — s)]}, on a le théorème: 

à A toute fonction x (s) de la classe E on peut faire correspondre 


un nombre | x (s) ds de façon que les conditions suivantes (où x (s) 


et y(s) sont des fonctions arbitraires de la classe E et a, b, S, 
des nombres) soient remplies: 


1) Jlaxo+ey@as-afx@as+e |y ds, 
2) i x (s) ds > 0, lorsque x (s) > 0, 
3) [ x45) foe fx (s) ds, 


4) E (1 —s) ds = fx (s) ds, 


5) fids=1. 


Il est facile de vérifier que la fonctionnelle 1: (s) ds, rem- 


plissant les conditions 1)—5), reste toujours comprise entre les inté- 
grales riemanniennes inférieure et supérieure de la fonction x (s). 
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Par conséquent, pour toute fonction intégrable (R) cette fonction- 
nelle coïncide avec l’intégrale de la fonction. 

Pour les fonctions sommables (L) la fonctionnelle en question 
ne coincide pas toujours avec leur intégrale (L). Cependant, en 
partant de l’espace vectoriel G que constitue précisément la classe 
de ces fonctions et en y définissant la fonctionnelle f (x) comme 
l'intégrale (L) de Ja fonction x (s) G, le théorème 1 nous four- 
nit une fonctionnelle F(x) définie dans l’espace E et telle que 


la fonctionnelle / ds => {F [x (s)] + F [x 1 —s)]} remplit évidem- 


ment toutes les conditions 1) — 5) et coincide en outre, pour 
toute fonction sommable (L), avec Vintégrale de cette fonction. 


2. Considérons à présent la classe K de tous les ensembles 
situés sur la circonférence en question et désignons par A, la 
circonférence-méme. En posant pour tout ensemble A de cette 


classe p. (A)= | x (s) ds où x (s) est la fonction caractéristique de 
l’ensemble A, donc une fonction de l’espace E envisagé dans 1, 
on obtient le théorème: 

A tout ensemble À de la classe K on peut attribuer un nom- 
bre w (A) de facon que les conditions suivantes (où À et B sont 
_ des ensembles arbitraires de la classe K) soient remplies: 


1) »(A+B)= pu (4A) p(B), lorsque AB=0, 


2) &(4)>0,: 
3) p(A)=»(B) pour A =B, 
4) w(A,)=1. 


La fonctionnelle y. (A), qui remplit les conditions 1) — 4), est 
comprise entre la mesure jordanienne intérieure et extérieure 
de l’ensemble A. Par conséquent, pour tout ensemble mesurable 
(J) cette fonctionnelle coïncide avec la mesure de l’ensemble. 

Pour des ensembles mesurables (L) quelconques la fonction- 
nelle en question ne coincide pas toujours avec leur mesure (L), 
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mais, tout comme précédemment, on peut s’arranger de facon 
que cette propriété soit également remplie ‘). 


3. Soit E l’ensemble de toutes les fonctions réelles bornées 
X(s) définies dans [0, + œ]; avec les définitions habituelles des 
opérations c’est un espace vectoriel. 


Pour tout élément x = x (s) de E désignons par p (x) la borne 
n 
inférieure de tous les nombres lim nae Gp), OÙ Oy, yy sus Ok 


Soo 

est une suite finie arbitraire de nombres positifs. On vérifie sans 
peine que la fonctionnelle p(x), définie ainsi dans l’espace E, 
satisfait aux hypothèses du corollaire. En désignant par le symbole 
Lim x (s) ?) la fonctionnelle F (x), qui existe en vertu de ce corollaire, 
Ba 


on a donc le théorème: 


A toute fonction x (s) Eon peut faire correspondre un nombre 
Lim x (s) de façon que les conditions suivantes (où x (s) et y (s) 


Spoo 
sont des fonctions quelconques de E et a,b et s, > 0 sont des 
nombres) soient remplies: 


1) Lim [a x (s) + b y (s)] = a Lim x (s) + b Lim y (s), 


2) Lim x(s)> 0, lorsque x (s) > 0, 


S—}ce 


3) Lim x (s + s) = Lim x (s), 
Sco S—yoo 


4) Limi=1. 


S—yoo 
La fonctionnelle Lim x (s), remplissant les conditions 1) — 4), 
sc 


est comprise constamment entre lim x (s) et lim x (s). Elle coïncide 


S—>60 rs 


1) Cf. S. Banach, Sur le problème de la mesure, Fundamenta Mathe- 
maticae IV (1923), p. 7 — 33. 

2) le signe Lim désigne ici une certaine „limite“ généralisée, le signe 
lim étant par contre reservé exclusivement pour la limite dans le sens ordinaire. 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 3 
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par conséquent avec lim x (s) toutes les fois que cette limite au 
Ses 


sens ordinaire existe. 


4. Soit {fn} une suite bornée quelconque. Definissons dans 
Vintervalle (0, + œ) la fonction x (s) par la convention: x (S) = 6, 
pour n—1<s<n et n=1,2,... La fonction x (s) appartient 


donc à l’ensemble E, envisagé dans 3. En posant Lim n = Lim x (s 
p at ; 
Noo Soo 


où Lim ~x (s) conserve le sens adopté dans 3, on a le théorème: 


n-ysa 


A toute suite bornée {ĉn} on peut faire correspondre un nombre 
Lim & de façon que les conditions suivantes (où {én} et {nn} sont 


fc 
des suites bornées arbitraires et a et b sont des nombres) soient 
remplies: 

1) Lim (a bnr +b na) = a Lim ĉn + b Lim ha, 


Se cs fes 


2) Lim &, > 0, si & > 0 pour tout n=1,2,..., 


Hoo 

8) Lim nı = Lim £z, 
fes fo 

4) Liml=1. 
noce 


Les conditions 1)—4) impliquent que la fonctionnelle Lim £n 


fc 


ainsi définie est comprise toujours entre lim &, et lim é,. Par 


no n- 


conséquent, pour toute suite convergente cette fonctionnelle 
coïncide avec la limite (au sens ordinaire) de la suite !). 


1) Cf. S. Mazur, O metodach sumowalności, Księga Pamiątkowa I Pol- 
skiego Zjazdu Matematycznego (en polonais), Supplément aux Annales de la Soc. 
Polonaise de Math. (1929), p. 102 — 107, voir p. 103. 


CHAPITRE III. 


Espaces du type (7). 


§ 1. Définition et préliminaires. 

Soit — un espace vectoriel (D) complet et assujetti aux con- 
ditions suivantes (où x, Xn y sont des éléments de E et A, fin 
sont des nombres): 


1° (x, y) = (x — y, 9), 


2° lim fn = 0 entraîne lim hax = O pour tout x, 


Noo Noo 


3° lim x, = 9 entraîne lim hx, = 0 pour tout h. 


foo no 


Les espaces E à propriétés 1°— 3° seront dits espaces du 
type (F). Tous les exemples 1 — 10 des espaces (D), décrits au § 7 
de l'Introduction, p. 9 — 12, sont à la fois, comme il est aisé de 
voir, autant d'espaces du type (F). 

Les conditions 1° — 3° entraînent aussitôt les propriétés sui- 
vantes de la limite: 

a) lorsque lim x, = x et lim yn = y, on a lim (Xn + yn) = x + y. 
noo noa N-yoo 

Il suffit, en effet, de remarquer que l’on a toujours 
(Xn + Yay X +I) = (Xn + Yn — X — y, O)< (£r — X + Yn — Y, Yn — JN) + 
+ (Yn — y, 9) = (Xn — x, ©) + (Yn — y, ©) = (Kn, X) + Om Y). 

b) si lim hy = À, on a lim hax = h x, quel que soit x (_ E. 


noo n>co 


On a, en effet, toujours (4,x, hx) = ((4, — h)x, ©). 
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Nous voyons donc que tout espace du type (F) est en même 
temps un espace du type (G). Il en résulte que tous les théorè- 
mes du Chapitre I subsistent, lorsque Æ est supposé un espace 
du type (F). 

Or, il est à remarquer que les espaces vectoriels du type (F) 
sont connexes, car pour tout x et y de E l’ensemble des éléments 
de la forme Ax+(1—h)y où 0<A<1 est un ensemble con- 
nexe contenant les éléments x et y. 

Etant donnée une sphère arbitraire K (voir p. 13) dans les- 
pace E du type (F), il est facile de voir que l’ensemble xK (voir 
la définition p. 21) est également une sphère. 

Soit k= 0. L'opération U (x) = Ax constitue alors une trans- 
formation continue et biunivoque de l’espace Æ en lui-même et 
on aperçoit aisément que les ensembles fermés, ouverts, non 
denses, de I-e resp. de I-e catégorie, mesurables (8), se trans- 
forment respectivement en ensembles de la même nature. 

On a, en particulier, le théorème suivant, qui résulte du thé- 
orème 2 (Chap. I, § 2), p. 22, et de la remarque p. 23, tout espa- 
ce du type (F) étant connexe: 

Théorème 1. E étant un espace du type (F), tout espace liné- 
aire H C E mesurable (B) et de Il-e catégorie est identique a E. 


§ 2. Opérations homogènes. 


Nous allons nous occuper maintenant des opérations additives 
définies dans un espace E du type (F) et dont les contredomaines 
sont situés dans un espace E,, également du type (F). 

Pour toutes les opérations de ce genre restent vrais les 
théorèmes 3, 4, 5 et 6 du Chapitre I. De plus, en appelant 4o- 
mogène toute opération U (x) qui satisfait pour tout nombre h 
à Pégalité U (hx) = AU (x), on a le 

Théorème 2. Toute opération linéaire est à la fois homogène. 

Démonstration. L'opération U (x) étant supposée linéaire, il 
est évident que l’on a pour tout xC E et pour tout r ration- 
nel U(rx)=rU(x). Or, si {rn} est une suite de nombres ration- 


§ 3. Séries d'éléments. Inversion des opérations linéaires. 37 


uels tendant vers #, on a lim r,X=— hx. La continuité de l’opé- 


ne 


ration U (x) donne par conséquent U (Ax) = lim U (rax) = lim rU (x) = 
Moa Noo 


= hx; l'opération U (x) est donc en effet homogène. 


§ 3. Séries d'éléments. Inversion des opérations linéaires. 


Posons pour abréger 
| x| = (x, 6). 


On vérifie facilement que l’on a les relations suivantes pour 
tous x et y de E: 


Ps y) =|x—7|, 

2° |O| = 0; x 8 entraîne | x| > 0, 
3° |—x|=|x}, 

MR PIE ESA EEE ul 


5° lim x, = x entraîne lim ier = ese 


noo 


Etant donnée une suite {x,} d’éléments de E, on dit que la 


série ») x; est convergente vers un élément x, ou que x est la 
I 


oa 


somme de cette série, lorsque lim Ding On l'écrit: x = X x. 


Nos i=l i=] 


La définition de la série implique en outre les relations: 


6° x -Xs entraîne |x| < À x]. 
n 
En effet, pour tout £ > 0 il existe un ⁄ tel que |x— X x;| <e, 
i=l 


oo 


n n 
dot |x| <e+ | Dd) x| < e+ 3; |x| et, £ étant arbitraire, |x| < | x;:l. 
i=1 i=1 =i 


7° Si la série X |x| est convergente, la série À x; est conver- 


i=1 i=i 


gente vers un élément. 
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n q 
Posons, en effet, Sn =>, x. Si p <a, on a |Sp— s| =] X x:|< 
al i=p+1 
q 
<2 |x|. On voit done que lim |s,—sj|=0. Par conséquent 
j=p-+1 pcs, goo 


2 x: est une série convergente vers un élément. 
i= 


Ceci établi, nous allons démontrer les théorèmes suivants. 

Théorème 3. Le contredomaine d'une opération linéaire est 
soit de l-e catégorie, soit identique à E,. 

Démonstration. Admettons que le contredomaine H/C E, de 
Vopération linéaire U (x) définie dans £ soit de I-e catégorie. Nous 
allons prouver d'abord que 

(1) pour tout s >Q il existe un nombre n > 0 tel que l'image 
donnée par U (x) de la sphère ouverte |x| <= contient une sphère 
ouverte y| <. 

Etant donné à ce but un £ > 0, désignons pour tout 7 naturel 


par G, l’ensemble des points de la forme x =n x', où |x'] ba 


et par H, l’image de G, donnée par U (x), c. à d. l’ensemble des 
points y= U (x) où xC G; Quel que soit le point x donné, on 


a toujours lim =: = ©; il existe par conséquent un 7 naturel tel 


ne 


que pe Ke 5 done tel que x C Gp. Il en résulte que E = >) Gz 
| : 


n=l 
et que H=% A. 
n=1 
Or, H étant supposé de Il-e catégorie, il en est de-méme 
d'un certain Hn, Soit K, une sphère ouverte de centre y, et de 
rayon 7, contenue dans Hn’. 


On en déduit aussitôt que la sphère ouverte A, de centre 


=; et de rayon + 4, est contenue dans H,’. En effet yC Ka, 
0 0 


Jy m, Yı 


cest à dire 
n 


< - M", entraîne my C Ki, car |my—y,|= 


a 
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= a < hı; il existe donc des points 


i 1 1 
No Dm y Tm! 


Yn C Hy, tels que lim yn = #, yY, Cest à dire que lim L =y et 
0 


noo N-yoo 
par conséquent = Yn C H, d'où y C A, 
0 


Soit K, une sphère ouverte arbitraire de centre y, C 7, contenue 
dans K,. L’ensemble des points y, —y où yC H, admet donc 
comme point d’accumulation tout point d’une sphère ouverte |y |<. 
Or, en posant y, = U(x,) et y= U(x) où x, et x appartiennent 
a G, on a |x; —-x|<[|x|+|x|<e et U(x; — x) = y, —y. Il est 
ainsi établi que l’ensemble dérivé de l’image de la sphère ouverte 
|x|< e contient une sphère ouverte |y|< 1. 


Soit à présent =€; = ou i= 1,2,... D’après ce qui précède, 


il existe une suite de nombres 7; > 0 tels que l’ensemble dérivé 
de l’image de la sphère ouverte |x|< s: contient une sphère 
ouverte |y;| <<; et on est évidemment libre d’admettre que 
lim 47;=0. Nous allons définir par induction deux suites de 
ioo 
points {yn} et {Xn} comme il suit. Posons |y|< 4 =; et soient: 
a) y, un point arbitraire de E, tel que |y—y,|< 7, et x; 
le point de E tel que U(x,) = y, et |x| < £; 
n 
b) Yn un point arbitraire de E, tel que |y — > Yr| < Mny1 et Xn 
k=1 


le point de E tel que U (xn) =, et |x,| < En. 
On a ainsi 


n=] 


€ 
et, comme |x,| < €n = i 
n 


(3) DE EEE 
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oo 


En vertu de 7° la série >) x, est convergente. Soit x la 
n=1 


somme de cette série. En vertu de (3) et 6° on a |x|<e et en 

vertu de (2): U(x) =>) U (xn) =>) ye = y. La proposition (1) se 
n=l n=1 

trouve ainsi démontrée. 


Or, comme pour tout y C E, on a lim y = 0 et il existe par 
noa 


conséquent un n naturel tel que 


Ly <h, on peut trouver un «x 


1 
tel que U (x) =, donc que U (ax)= y. Mais il en résulte que 
H = E,, conformément à la thèse du théorème. 


Théoréme 4. Si l'opération linéaire U(x) transforme E en 
E, tout entier, il existe pour toute suite de points {y,} de E, con- 
vergente vers y, = U(x,) une suite de points {x,} de E convergente 
vers x, et telle que U (Xn) = yn, quel que soit n=1,2,... 


Démonstration. Soit {en} une suite de nombres positifs ten- 
dant vers 0. L’opération U (x) étant linéaire, on a la proposition 
(1), établie au cours de la démonstration du th. 3; il en résulte 
que l’image de la sphère ouverte |x|<«, contient une sphère 
ouverte | y| <<» pour tout # = 1, 2,... 

Considérons un m, naturel tel que, pour tout m > m,, l’iné- 
galité | Ym — Yol <n se présente au moins pour une valeur de n 
et soit, pour un m donné tel que Ym, Mm la plus grande de 
ces valeurs. Soit enfin x le point défini par les conventions: 

a) si m< Mə posons Xm = un point arbitraire satisfaisant 
à l'équation U (Xm) = Ym, 

b) si m> m, et Ym= Yo, posons Xm = un point arbitraire de 
la sphère ouverte |x — xo | < &,, satisfaisant à la même équation, 

c) si m> M, et Ym =Y», POSONS Xm = Xp. 

La suite {x,} ainsi définie remplit — comme on vérifie facile- 
ment — la thèse du théorème. 
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Théorème 5. Si l'opération linéaire transforme E en E, d'une 
facon biunivoque, cette transformation est en même temps bicontinue ?). 
La démonstration résulte immédiatement du th. 4. 
Théorème 6. Si un espace vectoriel E est un espace (F) aussi 
bien avec une définition de la distance (x, y) qu'avec une autre 
définition de la distance (x, y), et si 
lim (Xn, x) = 0 entraîne toujours lim (Xn, x), = 0, 


n-*oa 
alors, réciproquement, 


lim (xn, x); = 0 entraîne toujours lim (Xn, x) = 0, 
n-yoo noo 
de sorte que la notion de limite est la même pour les deux métriques. 
La démonstration s'obtient du th. 5, en désignant par E, 
l’espace E avec la métrique (x, y), et l'opération linéaire y = U (x) 
étant définie par la relation y = x. 
Théorème 7. Toute opération additive y= U(x) qui remplit 
la condition 
lim x, = x, et lim U (xn) = y, entraînent y, = U (x) 
Hoo 


ns 


est une opération linéaire. 
Démonstration. Introduisons dans E une nouvelle définition 
de la distance: 
(4) (x',2"), =, x) + (5,9, 


où x' C E, x" CE, y'= U (x'), y" = U (x"), (x', x") désigne la di- 
stance primitive de x' à x" dans E et (y', y") désigne la distance 
de v' à y" dans E.. 

Il est facile de voir que, considéré avec la notion de distance 
(x', x"), l’espace E est un espace du type (F); en particulier, pour 
vérifier qu’il est complet, soit {x,} une suite de points telle que 


1) Pour le cas des espaces du type (8) (cf. Chap. V, § 1) ce théorème, 
de même que le th. 6 (qui en est un corollaire) se trouve dans ma note citée 
p. 27, mais la démonstration y est différente. 
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lim (%p, Xq),=0; par conséquent, selon Cat Xq) aum (Vp, Ya) = 9, 
de Mitte qu'il existe un x, et un T tels due lim Cr, 4) = 
= lim (Vn, Yo) = 0, et, comme par l'hypothèse, y, = U(x,), on en 
tire en effet d’après (4), lim (Can i = 0 


Or, on a pour tout x! et x", selon (4), (x', x"), > (x', x"); par 
conséquent lim (Xn, x), — 0 entraîne lim (x,, x)= 0; en vertu du 


Noo Nos 


th. 6, lim (xn, x) = 0 entraîne donc réciproquement lim (x,, x), = 0, 
no 


nea 


donc aussi, d’après (4), lim U (x) = U (x). Ainsi l'opération ad- 
n= eo 


ditive U (x) est continue, c. q. f. d. 

Lemme 1. Soient U'(x) et U" (x) deux opérations linéaires 
définies respectivement dans les espaces E' et E" du type (F) et 
dont les contredomaines sont situés dans l'espace E,, également du 
type (F). Si l'équation U' (x) = U" (y) admet pour tout x exactement 
une solution y = U (x), l'opération U (x) est linéaire. 

La démonstration résulte du th. 7, car, comme on aperçoit 
aussitôt, lim x, = x, et lim U (xn) = y, entraînent y, = U (x). 

poe 


nee 

Lemme 2. Etant données: une opération additive y — U (x) 
et une opération linéaire z= V (y) telle que V(y) — 9 entraîne y=9, 
si en outre l'opération V[U (x)] est linéaire, l'opération U(x) est 
aussi linéaire. 

La démonstration résulte du lemme 1, car équation V[U {x)] = 
= V (y) admet pour tout x exactement une solution y = U (x). 

Définition. Une classe T d'opérations linéaires est dite totale, 
lorsque l’ensemble des égalités V (x) =0 pour VC T entraîne 
légalité x = 0, 

Théorème 8, Soient: y=U(x) où x(C E et yC E, une 
opération additive et T une classe totale d'opérations linéaires 
définies dans E. Si VIU(x)] est pour tout VC T une opération 
linéaire, U (x) est également une opération linéaire. . 

Démonstration. Admettons que l’on a lim x, = x, et lim yn = y, 

nc 


noo 


où Vr = U(x:) pour # = 1, 2, … 
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Pour tout VC T on a lim V[U (x,)} = lim V (yx) = V (Yo) et, 
Popération V[U (x)] étant linéaire, lim V [U (x,)] = V[U(x;)], d’où 
nc 


VIU(x,)] — VQ) = 0, done VIU(xX) —y] =0 et, la classe T 
étant totale, U (xo) = yo. En vertu du th. 7 l’opération U (x) est 
par conséquent linéaire. 

Théorème 9. {U{x)} où xC E' et {V{y)} où y C E" étant 
deux suites d'opérations linéaires à contredomaines situés dans un 
espace E, du type (F), si le système d'équations U<x) = Vy) où 
i=1,2,... admet pour tout x exactement une solution y = U(x), 
l'opération y = U (x) est linéaire. 

Démonstration. Admettons en effet que l’on a lim x, = x, et, 


pour la suite correspondante {yn}, que lim y» = yo. En raison de la 
Noo 


continuité des opérations {U;} et {Vi}, on a alors U;(x,) = Vil) 
pour tout ¿= 1, 2,..., d’où y, = U(x,), ce qui entraîne selon le 
th. 7 la continuité de l'opération y = U (x). 


§ 4. Fonctions continues sans dérivée. 


A titre d’application, nous allons démontrer d'abord par une 
déduction facile du th. 4 du Chapitre I, p. 23, l'existence d'une 
fonction continue n'ayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure 
positive !). 

(Ct) désignant l’ensemble de toutes les fonctions continues 
périodiques de période 1, posons pour tout couple de fonctions 
x(t) et x(t) de (C!): 


CAO, 4,0) = max [2,0 — x. 


Il est facile de voir que (C't) constitue alors un espace du 
type (F). 


1) S. Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles 
linéaires, Bull. des Sc. Math. L (1926), p. 27—82 et 36—43. La méthode appliquée 
a été développée ensuite par M. S. Saks et M. H. Steinhaus, qui l'ont 
employée pour traiter divers problèmes de la Théorie des fonctions (Cf. S. Saks, 
Fund. Math. X, p. 186—196 et H. Steinhaus, Stud. Math. I, p. 54—81). 
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Soit pour un nombre arbitraire 4 0 


BO) ie here alt 


(5) y(t) i 


(S) désignant l’espace des fonctions mesurables (cf. 1, p. 9), 
qui est du type (F) (cf. § 1, p. 35), admettons que y(t) C (S). 
L'expression (5) définit alors une opération linéaire à domaine 
(C1) et à contredomaine contenu dans (S). 
Soient lim hn = 0 où Ar ~0 et 
es 


t+ hn) — 2 
(6) DE EC tie 02) pour O0<t<l. 

Or, si toute fonction continue avait presque partout la dérivée, 
la limite de l'expression (6) existerait pour presque toutes les 
valeurs de ¢. Il existerait par conséquent pour tout x C (Ct) la 
limite lim U,(x), qui serait définie dans le domaine (S), c. à d. 


une limite en mesure. En posant U (x) = lim U,(x), on obtiendrait 
gar 

donc une opération additive U (x) mesurable (B) qui, en vertu du 
th. 4, Chap. I, p. 35, serait une opération linéaire. U(x) est 
évidemment la dérivée de la fonction x (t). 

Il résulte de la continuité de l'opération U(x) que si 
lim x,(f) = 0 uniformément, on a lim x,'(t) =0 en mesure. Cepen- 
neo 


nc 


dant pour x(t) = - sin K on a lim x,(¢) = 0 uniformément, tandis 
T n-yoo 


1 
que la suite des dérivées i -COS M ra ne tend pas vers 0 en me- 
T T 


sure. Il existe par conséquent des fonctions continues qui n’ont 
pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive. 


§ 5. La continuité des solutions des équations différentielles 
aux dérivées partielles. 

Soit F(x)=0 une équation différentielle partielle linéaire 
p. ex. du second ordre: 
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x ox o? 0 0 
(D F(x)sa,— ta +a 44,244, +ax=0, 
ou? dv? ouv ou Ov 


où a; (i = 1, 2,...,6) sont des fonctions continues des variables 
u et v dans une région fermée G ayant pour frontière une courbe 
simple fermée C. 

Il peut arriver que, pour des conditions aux limites d’une 
certaine nature, l’équation (7) admette toujours une seule solution 
x (4, v) qui est continue dans G avec ses dérivées partielles qui 
figurent dans (7), c. à. d. du premier et second dégré dans l’inté- 
rieur G de G. 

Dans cette hypothèse, les conditions aux limites peuvent 
être d’ailleurs bien diverses. Elles peuvent consister p. ex. 
à donner les valeurs de la fonction sur la courbe C (type ellip- 
tique) ou sur une partie de cette courbe (type hyperbolique, para- 
bolique) ou les valeurs de la dérivée sur les normales à la courbe 
C etc. 

Supposons encore que, ¢ désignant le paramètre qui parcourt 
C, l'équation (7) admette pour toute fonction é (£) continue avec 
ses dérivées p. ex. jusqu’à l’ordre 7 une solution x (4, v) se rédui- 
sant sur C à la fonction £ (£). 

Ceci posé, nous allons démontrer que 

Si la suite {£,(t)} remplit les conditions (imposées à & (¢)) et si 
l'on a uniformément lim £,(t) = 0 et lim 6,0) (t) = 0 pour i=1, 2,...,7, 

fc noce 
alors, {x,(u, v)} désignant la suite des solutions correspondantes de 


l'équation F(x) —0, on a uniformément dans G: lim x,(u, v) = 0 et 
fes 


: A Pa P ors ES 
uniformément dans toute région fermée située dans G: lim iat =; 
nes LL 
O Xp oe : ate 
de =0,... etc. (pour toutes les dérivées partielles qui figu- 
nc OV 


rent dans l'équation (7)). 

Pour la démonstration, désignons par E l'ensemble de toutes 
les fonctions x (4, v) satisfaisant à (7), continues dans G et ayant 
les dérivées partielles des deux premiers ordres (celles qui figu- 


46 Chapitre HI. Espaces du type (F). 


rent dans (7)) continues dans G. Soit {G,} une suite de régions 


fermées situées dans G et telles que G = J, Gz. Posons pour tout 
REL 


couple x (u, v)C E et y (u, v) C E: 


x @y 
e ðu? Ou? 
u, VC Gy 
(x, y) = = max | % (4 v) — y (u, ASE FE at > 
fai 1 -+ max Ceo E + 
avc, | Où] 


en y faisant entrer les différences de toutes les dérivées partiel- 
les qui figurent dans l’équation (7). 

Ainsi métrisé, E constitue un espace du type (F) et la rela- 
tion lim x, = x (suivant la distance définie de la sorte) signifie 


n-o 


que x, tend uniformément vers x dans G en même temps que 


®Xy 


les dérivées partielles , 
Ou" 


-. (figurant dans (7)) tendent unifor- 


mément vers les dérivées partielles correspondantes de la fonc- 
tion. x dans toute région fermée G; où k = 1, 2,... 

Soit E, l’ensemble des fonctions & (4), où ¢ parcourt C, con- 
tinues avec leurs 7 premières dérivées. Posons pour tout couple 


Ste E, ety iC Ee 
È, n) = max EO OIT Yma (g(t) — qO) |. 


Désignons maintenant par & = U (x) l'opération qui fait cor- 
respondre à toute fonction x =x (u,v) C E la fonction & = & (¢) 
à laquelle x (u,v) se réduit sur la frontière C de G. Ainsi défi- 
nie, l'opération U (x) est manifestement additive et continue. 

Or, le contredomaine de l'opération U (x) étant un espace 
du type (F), ľopération inverse x = U—1(£), qui existe par l’ hypo- 
thèse, est en vertu du th. 5, p, 41, continue, ce qui implique la 
proposition à démontrer. 


Remarque. Si nous faisions tomber l'hypothèse de l’univo- 
cité de la solution de l'équation (7), nous serions restreints à ne con- 
clure (en vertu du th. 4, p. 40) que ceci: {&«(¢)} ayant la signification 
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précédente, i/ existe june suite de fonctions {x,(u, v)} satisfaisant 

à (7), se réduisant sur C à &,(£) et telles qu’on a lim x,(u, v) — 0 uni- 
noo 

A ` OX « r r 

formément dans G et lim — LE 0, ... uniformément dans toute ré- 


neo QUÈ 


gion fermée contenue dans G. 


§ 6. Systèmes d'équations linéaires à une infinité d'inconnues. 

Soient (ax) où i=1,2,... et k—1,2,... un tableau (suite 
double) arbitraire de nombres réels et Æ, un espace du type (F) 
dont les éléments sont des suites de nombres. 

Théorème 10. Si pour toute suite y = {n} E, le système 
d'équations 


(8) d'air be = ni o l= ee 


k=1 
admet toujours une seule solution {&\, il existe des fonctionnelles 
linéaires & = f(y) où k= 1,2,..., définies dans E, et telles que 
lon a 
ae) =n pour tout yC E, et i=1,2,... 
p= 
Démonstration. Désignons par E l'ensemble de toutes les sui- 
tes x = {f} qui remplissent les conditions 
a) la série Yan é est convergente pour tout i= 1, 2,... 


k=l 


b) la suite {ni aM al appartient à E. 


k=1 Í 
Posons pour tout couple x'=—{£;'} et x"—{6,"} d'éléments de E: 


n 
D am(E"x = 4) 


(x', x"); = borne sup 
1< no 
k=1 


, 


(x', x"), = distance des suites ly Qin A et J ; Air NA dans E 
AE | 


J j 
et définissons la distance (x', x") dans E par la formule 


— 1 (x) 
x', x") — A VEN 3 ? 
( ) D oi 1 +(x!, xy 


==) 
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Remarquons que 
(9) Pour tout k = 1, 2.3), si lim Xn =0 où x, = {6} C E, 
noo 

on a lim&() =0. 

fes 

En effet, par suite de l’univocité des solutions du système 
d'équations (8) la k-ième colonne contient au moins un terme a, Æ 0. 
Admettons donc que 


(10) Qin FO pour k=1,2,... 


Comme lim x, = 9, on a lim (x,, 0); = 0, d’où lim $ SOE; 
neo co n$ co 


car (10) donne 4,1 £0, et il est facile à présent de prouver par 


induction que l’on a pene façon générale lim £;( = 0 pour tout 
fc 
k naturel. 
Ainsi établie, la proposition (9) permet de montrer que E 


est un espace vectoriel complet. 


Admettons à ce but que la suite {xn} où x = {6} remplit 
la condition lim (xp, x7) = 0. Par conséquent lim (x, — x,) = 0, d’où 
paoc, (oi vai © pes, q2 
en vertu de (9), lim (f — £) = 0 pour k = 1,2,..., de sorte qu'il 
Dee, g-re0 
existe un lim 4) = & pour tout k naturel. Soit x = {&}. On vérifie 
nee 


aisément que x (C E et que jim (Xn, x) = 0 pour tout ¿= 0,1, 


d'où lim (x7, x) = 0; l’espace E est donc, en effet, complet. 


noce 
Il en résulte que E£ est un espace du type (F). 
Ceci établi, posons 

y =U(x) 


pour toutes deux suites x = {&,}(C E et y = {n} C E qui satisfont 
au système d'équations (8). 
On voit aussitôt que 


(1) (y, ©) = (x, 6) < (x, 6), 


où (y, 8) désigne, bien entendu, la distance dans E, et (x, 9) celle 
dans &. 
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En vertu de (11), lim x, — @ entraîne lim U(x,)=9. L’opé- 
noa 


nco 
ration y = U (x) est donc linéaire et comme elle transforme £ en 
E, d’une façon univoque, l'opération inverse x = U—1(y) est d’ap- 
rès le th. 5, p. 40, également linéaire. Par conséquent, si 
lon pose pour k = 1, 2,...: k = f(y) où x = U` “(y) = {ért}, on voit 
que lim y» = 6, où Xn = U~! Yn) = {én}, entraîne lim Xn = 0, done 


noo 


lim &,“ = 0; ainsi les fonctionnelles additives f(y) sont des fon- 


nco 
ctionnelles linéaires dans Æ, e. q. f. d. 

Ce théorème implique, comme nous allons voir, le théorème 
suivant !): 


Si le système d'équations (8) admet exactement une solution 
pour toute suite {n;i} appartenant 
1° à l’espace des suites convergentes vers 0, 
2° à l’espace (s), 
3° à l’espace (L), 
4° à l’espace (IP) où p > 1, 
il existe un tableau {br} tel que 


— 


&= N' buni pour k=1,2,..., 
il 


où les suites {&,\ et {nj} satisfont au système d'équations (8) et qui 
remplit respectivement les conditions: 


1° Sb: | <œ pour k = 1,2,.:., 
= 
2° il na que des lignes finies (c. à. d. qu'il existe une suite 
numérique #4 telle que l'on a bri =0 pour tout i > nr), 
8 |bri| < mp pour une suite de nombres {ms}, 


se P 
4? A aE < 20 pour k=1,2,... 
tI 


1) dont le cas 4° a été connu (cf. F. Riesz, Les systèmes d'équa- 
tions linéaires à une infinité d’inconnues, Paris 1913). 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 4 
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Remarque. Si l'on suppose que le système d'équations (8) 
admet exactement une solution pour toute suite convergente {ni} 
(pas nécessairement convergente vers 0), il existe, en dehors du 
tableau {b4;:} assujetti à 1°, une suite bornée {c:} telle que 


cy = Cp lim Ni + Soni fi pour = ite De apo 
oT T=1 
Tous ces théorémes s’obtiennent du th. général établi au dé- 
but (th. 10, p. 47) par une représentation convenable de la fonc- 
tionnelle linéaire dans chaque espace particulier (voir théorémes 
p. 50, et 66—68). 


§ 7, Applications de l'espace (s). 

Nous allons établir la forme générale des fonctionnelles 
linéaires dans l’espace (s) des suites de nombres (voir Intro- 
duction § 7, 2, p. 10). 

Théorème 11. Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans 
l'espace (s) est de la forme 


N 
(12) f(x) = > au &, 
i=l 
où N est un nombre naturel dépendant de f. 
Démonstration. Soit xn = {69} où &™ =0 pour iÆn et 
£9 = 1. Posons f (Xn) = ax Pour toute suite x= {éna}, on a 
x= D EnXn, d'où f(x) =) fn f (Xn) => an bn. Or, cette série étant 
n=1 n=1 n=1 
convergente pour toute suite {é,}, il existe un N naturel tel que 


l’on a a, = 0 pour tout n> N, d’où la forme (12) de f(x). 
M. O. Toeplitz’) a établi le théorème suivant: 
1) O.Toeplitz, Uber die Auflosung unendlich vieler linearer Gleichungen 


mit unendlich vielen Unbekannten, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo XXVIII 
(1909), p. 88 — 96. 


§ 7. Applications de l’espace (s). 5i 


Théorème 12. Pour qu'il existe une suite de nombres {&,' 
satisfaisant au système d'équations (8), il faut et il suffit que, pour 


toute suite finie de nombres h,, hy,..., hr, la condition X hidi =0 où 
i=1 


k=1,2,... entraîne l'égalité X hii = 0. 
i=1 


En particulier, si la condition X, h; ai,=0 où k = 1, 2, ... entraîne 
i=1 


hı =h, = ... = h, = 0, le système d'équations (8) admet une solution pour 
toute suite {ni}. 
Nous allons démontrer le 


Théorème 13. Si le système d'équations (8) admet pour toute 
suite y= {n:i} exactement une solution, il existe pour tout i naturel 
un N; naturel tel qu'on a ax = 0 pour tout k > Ni. 


Démonstration. Posons & = fx(y) pour > dix&e== i où i=1,2,... 
k=1 


En vertu du th. 10, p. 47, f(y) est une fonctionnelle linéaire dé- 
finie dans l’espace (s) des suites de nombres réels, (cf. p. 10). Il 
existe donc pour tout & naturel une suite finie de nombres 


Ok, Ok, ..., Ank telle que 
Np 


(13) SAY) = Mai m= Se. 


i=1 
Or, les équations du système (8) sont linéairement indépendantes. 
En effet, supposons par contre qu'il existe une suite finie 


de nombres h,, žy ..., Ar telle que > ts di = 0 où t=1,2,... On 


aurait donc selon (13) 


i = > = toute sui = j. 
(14) D Er P @) O pour toute suite y = {ni} 

En posant %;° = ay pour un j <r naturel arbitrairement fixé, 
on constate aussitôt que l'on a pour la solution correspondante 
{&.°} du système d'équations (8): &° = 1 et &°=0 pour tout k Æj. 
Ces valeurs mises dans (14) donnent 4; = 0; en conséquence, tous 
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les coefficients Ax s'annulent, ce qui prouve lindépendance linéaire 
des équations (8). 

Il en résulte en vertu du th. 12 l’existence pour toute suite 
{É} d’une suite de nombres {7%} satisfaisant aux équations (13). 


La série À az 6x est par conséquent convergente pour toute suite 
k=1 


{éa} d’où l’existence pour tout /=1,2,... d'un N; conforme à la 
thèse du théorème. 


Remarque. En faisant tomber l'hypothèse d’après laquelle il 
n’existe qu'une seule solution, le théorème cesse d’être vrai. 
En effet, {n;} étant une suite arbitraire, il existe une série 


entière J 2" à coefficients réels & telle que 


DATES Oe ji LAN 
k=0 
Or, ce système d’équations admet donc une solution pour 
toute suite {:}; évidemment cette solution n’est pas unique, car 
il existe une série entière distincte de 0 et telle que 


Not où j=1,2,.. 
==0 


CHAPITRE IV. 


Espaces normés. 


§ 1. Définitions des espaces vectoriels normés et des espaces 
du type (B). 

Un espace vectoriel Æ est dit normé s'il existe une fonction- 
nelle — qui est appelée norme et désignée par |x| ou |x|— 
assujettie aux conditions: 


DO) = 0) ee WI 0 pce, 0e 


2) |x+y|<|*|+|y1, 
3) |tx| = |t|-|x«| pour tout nombre t. 


Si on définit la distance de deux éléments x et y de E par 
la formule 
(x,y) =|x—y], 
on obtient évidemment un espace métrique. S'il est, de plus, 


complet (voir p. 9; c. à d. dans le cas considéré que lim | x, — x,| = 0 
gps 


entraîne l'existence d’un x C E tel que lim |x, — x | = 0), il s'ap- 
no 
pelle espace du type (B)*®). 


On voit aussitôt que tout espace du type (B) est en même 
temps du type (F), mais non réciproquement: les exemples d’es- 


1) La classe des espaces du type (B) a été traitée d'une façon générale 
pour la première fois dans mon ouvrage précité de Fund. Math. II (1922), 
p. 183—181. 
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paces décrits dans l’Introduction, p. 9— 12, et qui sont tous du 
type (F), ne sont du type (B) qu’à l'exception des espaces (s) et 
(S). i 


§ 2. Propriétés des opérations linéaires. Extension des fonction- 
nelles linéaires. 


Nous allons nous occuper d’abord des espaces E normés, 
mais pas nécessairement complets. 

Théorème 1. Pour qu'une opération additive U(x) définie 
dans un espace vectoriel GC E soit linéaire, il faut et il suffit qu’il 
existe un nombre M tel qu'on ait: 


(1) IU (x)| M x] pour tout xC G. 


Démonstration). La condition est nécessaire. En effet, 
à défaut d’un pareil M, il existerait une suite {x,} telle que | U (x7) | > 
1 


> Mpn|Xn| où lim M, =-+ co. En posant Y, =—- .x,, on aurait 
N->co Ma | al 


1 
donc | Y,|=~—_ > d’où lim Y, = et par conséquent lim U (Yp) = 9, 
M fes nes 


ce qui est impossible, car | U (},) | = a a |U (%,)| > 1. 
n Xn 
La condition est suffisante. En effet, pour tous x, et x 
de G, lim xn =x entraîne lim|x—x,|=0, donc lim |U (x) — 
N--poo 


Noss nyoo 


~ — U (x)| = lim | U (x — xa) | < lim M: | x — xn) =0 et enfin 


lim U (xa) = U (x), ¢. q. f. d. 
nyoo 


Etant donnée une opération linéaire U(x) définie dans un 
espace vectoriel GC E, on appelle norme de lopération U (x) 
dans G et on désigne par |U|c¢ le plus petit nombre M satisfai- 
sant à la condition (1). Si G = E, on peut l'écrire tout court | U 
au lieu de | Ulz. 


1) Cf. S. Banach, 1l c., Fund. Math. III, p. 151—153. 
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On a done |U (x)| <|Ulg-|x| pour xC G et il est facile 

de voir que 
| U |e = borne sup |U (x)|. 
LOG, a 

La question s'impose s’il existe pour tout espace vectoriel 
normé une fonctionnelle linéaire (définie dans cet espace) qui 
west pas identiquement nulle. La réponse affirmative résulte 
des théorèmes suivants!) dont le premier est une conséquence 
facile du th. 1 (Chap. H, § 2), p. 27. 

Théorème 2. Etant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) dé- 
finie dans un espace vectoriel G(_ E, il existe une fonctionnelle liné- 
aire F(x) définie dans E et satisfaisant aux conditions: 


Pear pam sC a lse 


Pour la démonstration, il suffit de poser p (x) = |x|- |f |e dans 
le th. 1 du Chap- H. 

Théorème 3. Pour tout x, (TE il existe une fonctionnelle 
linéaire F (x) définie dans E et telle que 


F (%))=|%| ef Ae 


Pour la démonstration, il suffit de désigner dans le th. 2, 
qui précède, par G l’ensemble des éléments de la forme 2x, où 
h est un nombre arbitraire et de poser F (Ax) = h.|x,|. 

Il en résulte, en particulier, l'existence dans tout espace vec- 
toriel normé d'une fonctionnelle linéaire n'étant pas identiquement 
nulle. 


Théorème 4. Soit f(x) une fonctionnelle quelconque définie 
dans un ensemble GC E. Pour qwil existe une fonctionnelle linéaire 
F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions - 


1° f(x) =F(x) pour xC G, 


1) Les théorèmes 2—6 se trouvent dans la note de M. H. Hahn, Über 
lineare Gleichungen in linearen Raumen, Journ. für reine u. angew. Math. 157 
(1927), p. 214—229; cf. aussi S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires, Stud. 
Math. I (1929), p 211—216, en particulier th. 2 et remarque. 
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2° |F|< M pour un nombre donné M> 0, 
il faut et il suffit que lon ait l'inégalité 


<a M : > hi Xi 


i=1 


Dp hi f (xi) 


tel 


pour toute suite finie x, Xo,...,x, d'éléments de G et pour toute 
suite finie h,, hy, ..., hy de nombres réels ?), 
Démonstration. La condition est nécessaire. Ona en effet 


I= 


Y hi xi ,@or selon 2? > A; F (xi) | <M- | DE x 
i=1 | i=l i=! 

et comme on a selon 1° F (x) = f(xi) pour tout x: G, il en ré- 
sulte inégalité à démontrer. 


La condition est suffisante. Soit, en effet, l’espace 


vectoriel des éléments de la forme z=)>)/; x; où r designe un 
(=i 


nombre naturel, #; des nombres quelconques et x;(_ G. Posons 


ẹ (2) = È hif (xi). 


D hi f (x) — 


i= 


Pour z= >, 4; x; = 2 h'i x'; on a par hypothèse 
= i=l 


Ti AY 
De cea 


| i= di 


0. 


Skif (x!) < M: 
1 


-La fonctionnelle ọ (z) est donc définie dans H d’une façon 
univoque et, comme on voit facilement, elle y est additive. En 


donne |win < M. L’exi- 


outre, | ® (z) | = | à hi f (x) <M: | à hi Xi 


stence dans E de la fonctionnelle F (x) à propriétés 1° et 2° s’ob- 
tient donc du th. 2, p. 55, par substitution de ọ à f et de Hà G. 

En particulier, si G est une suite {x,} d'éléments de E et 
C, désignent les valeurs correspondantes de la fonctionnelle f (x), 
on a le 


1) Ce théorème a été établi pour certains espaces spéciaux par F: Riesz 
(Untersuchungen über Systeme integrierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910), 
p. 449—497) et, dans une forme plus générale, par E.Helly (Über lineare Funk- 
tionaloperationen, Wiener Berichte 121 (1912), p. 265—297). 
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Théorème 5. Pour qu'il existe dans E une fonctionnelle liné- 
aire F{x) assujettie aux conditions 

foe Wace CO, pommel me a. (ele 2° QE LM 
pour un nombre donné M> 0, une suite donnée {xn} d'éléments de 
E et une suite donnée {Cn} de nombres réels, il faut et il suffit que 
. l'inégalité 


Whi al<m:| WE 
= È 
se présente pour toute suite finie h,, hy,...,h, de nombres réels. 


§ 3. Ensembles fondamentaux et ensembles totaux d'éléments. 

Nous allons établir à présent quelques théorèmes qui jouent 
dans la théorie des espaces normés un rôle analogue à celui que 
le théorème de Weierstrass sur l'approximation des fonctions 
continues par les polynômes joue dans la théorie des fonctions 
de variable réelle. 

Lemme. Etant donné un espace vectoriel GCE et un élé- 
ment y, de E situé à la distance d> 0 de G, il existe une fonction- 
nelle linéaire F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions: 


D) Fiyy=1, 
2D C=O joie 3s Gi, 


1 
8) |Fl=—- 
) r 


Démonstration. Soit H l’ensemble des x de la forme 
(2) x=x' +a y, où a est un nombre arbitraire et x'C G. 


Ainsi défini, 7 est évidemment un ensemble linéaire et com- 
me d> 0, la représentation (2) de. x est univoque. Nous définis- 
sons dans #7 la fonctionnelle additive f(x), en posant f (x) = « 


1 < 
F, x+y | > 


pour x de la forme (2). Comme |x| =|x' +a y| =la]; 


= ai 
|x|, d'où |flx <=: 
tt | | fx d 


à | = 


> |a|-d, il vient d'une part |f (x)| = |a] < 
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D'autre part lim | Xn — y, | = d pour xC G entraîne | f(x: — Y) |=1 < 


| m 


<|%r— Vol" |flæ d'où 1<d-|f|z, done 


séquent |f |7 = Z. 


-< |f|. On a par con- 


a 


On en conclut en vertu du th. 2, p. 55, (en y remplaçant G 
par À) qu'il existe une fonctionnelle linéaire F (x) définie dans E 


et telle que F(x) = f (x) pour xC Het |F| = |f lu =< (condition 


3), donc, en particulier, F(x)=0 pour x G (condition 2) et 
F (yo) = 1 (condition 1), c. q. f. d. 

Théorème 6. Etant donnés un ensemble quelconque GC E et 
un élément arbitraire y, de E, la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe une suite {gn} de combinaisons linéaires!) d'éléments 
de G telle que lim Zn =o, est que f(x) =0 pour x C G entraine 

n-oa 


fO.) =0, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f (x). 
Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, 
l'égalité f(x) =0 pour tous les x C G entraîne l'égalité f (g:) = 0 
pour 7 = 1, 2, ..., dou f (lim ga) = f(y.) = 0. 
nN-yoo 


La condition est suffisante en vertu du lemme qui précéde, 
en y désignant par G l’ensemble de toutes les combinaisons liné- 
aires d'éléments de ensemble G considéré ici, c. q. f. d. 


Un ensemble G C E s'appelle fondamental, lorsque Pensem- 
ble de toutes les combinaisons linéaires d'éléments de G est dense 
dans £; il s'appelle total, lorsque toute fonctionnelle linéaire f (x) 
qui s’annule pour chaque x (_ G, s’annule aussi pour chaque x CE. 

On déduit aisément du th. 6 le suivant 


Théorème 7. Pour qu'un ensemble GC E soit fondamental, 
il faut et il suffit qu'il soit total. 


1) voir la définition de cette notion Chap. IL $ 1, p. 27. 
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Une fonctionnelle linéaire f (x) est dite orthogonale à un élé- 
ment X, lorsque f (x,) = 0; elle est dite orthogonale à G, lorsque 
cette égalité se présente pour tout x (_ G. 

Le lemme p. 57 implique pour tout sous-ensemble G Æ E li- 
néaire et fermé l'existence dans l’espace E d’une fonctionnelle liné- 
aire non identiquement nulle et orthogonale à G. 


$ 4. Forme générale des fonctionnelles linéaires dans les es- 
paces (C), (L), (c), (0), (m) et dans les sous-espaces de (m). 

Nous allons établir à présent la forme générale des fonction- 
nelles linéaires dans certains espaces normés particuliers !). 

1. Espace (C). La norme définie dans l’espace (M)?) coïn- 
cidant pour les fonctions continues avec celle de l’espace (C), on 
peut considérer (C) comme un espace vectoriel situé dans (M). 

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans 
(C), il existe en vertu du th. 2, p. 55, une fonctionnelle linéaire 
F(x) définie dans (M) et satisfaisant aux conditions: 


(1) F(x)=f(x) pour tout x C (C), 
(2) Flan = | flo. 
Posons: (4 EC 
N 4 4 pour LISE 
ae. aie pour t<u<l 
et 
(3) F) = g (É). 


x 


Nous allons montrer que g (f) est une fonction à variation 
bornée. Soient a = fọ < t <.. < bn =b et s; = sign [g (t) —g(t-4)] 


pour i= 1, 2, ..., 7 On a 2 g(t) — g (ti) | = 2e) —g(li1)}e= 


n 


t . 
=, yys ê rall a ENTRE re Av, 
=F) >, VS; st FR) S |F |m = Vet; Stiif Si 
= 


et on aperçoit 


1) ef. Introduction, $ 7, p. 11—12, exemples 4, 5, 6, 8 et 9. 
*) voir 3, p. 10. 
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aisément que la norme de cette somme est = 1. Il en résulte 
d'après (2) que 


(4) variation g(t) < |F |w = |f ko. 


Ceci établi, soient x (¢) C_ (C) et 


(5) 2, = zu) = x (r) et). 


r=l 
La fonction z.(4) prend donc respectivement dans les inter- 
r—1 AP VAN ; à 
valles ores u -= = les valeurs x (z) La fonction x = x (u) étant 
continue, on a lim | x — za || = 0, d’où selon (1): 
noca 


(6) lim F (24) = F(x) = f (x). 


D’autre part, les égalités (3) et (5) donnent 


Fo fé x) 
e(n)—¢ abe: | ’ 


donc, comme x (£) C (C) et g (£) est une fonction à variation bornée, 


ee figs 
F (Zn) + r | : 


1 
lim F (2,) = [x (t) dg, d'où en vertu de (6): 


0 


(7) f= [+ (t)dg pour tout x(t)C (C). 


Comme par conséquent | f (x) | = | fx (t) dg | < variation g (¢) - 
01 


“max |x (¢)|, on a selon (4), en posant |f| =| f\cc): 
re 


variation g (¢) = |f|. 
K< 


Nous avons ainsi obtenu le théorème !): 


1) qui a été démontré pour la première fois par F. Riesz (Sur les opé- 
rations fonctionnelles linéaires, Comptes-Rendus de l Acad. des Sc. 149 (1909), 
p. 974—977). 
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Toute fonctionnelle linéaire définie dans l'espace (C) est de la 


forme 
1 


FO =| 1O dg, 


où g (t) est une fonction indépendante de x (t) à variation |f|. 

Réciproquement, étant donnée une fonction g (ć) à variation 
bornée, la fonctionnelle f (x) définie par (7) est évidemment liné- 
aire. 


2. Espace (L”) où r > 1. Etant donnée une fonctionnelle 
linéaire f (x) définie dans l’espace (Z0), posons: 


1 pour O<u<t 
FH) -fo pour t<u< i 
et 
fE) = g (6). 
Nous allons montrer que g (t) est une fonction absolument 
continue. 


En effet, soient ,, à, ..., 6, des intervalles n'empiétant pas Pun 
sur lautre à extrémités respectives ¢; et £; où f; <t'; et 1—1,2,...,n 
En posant ¢; = sign [g (¢':) — g (t:)], on a 


Sle@)-e@|= ATOS 


(8) 


n 
ue F 
\ {6 = Se} Ej 


? 


(De ta) < IFI" 


/ 


La fonction (&/— &,) €: prenant dans l'intervalle ò la valeur 
e = +1 et s’annulant ailleurs, il vient en vertu de l'hypothèse 
que les intervalles 6; n’empiétent pas l’un sur l’autre 


n | 


| Sa &) «| =] SEE 
E Le 


où |6;| désigne la longueur de 4; On a donc, d’après (8), 
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a g C) — eg (t)i <|] 1 X |õ|, ce qui prouve la continuité 
absolue de g (6). 
Ceci établi, posons g'(t)=«(¢). La fonction a (¢) est inté- 


t 
grable et, comme & =0, on a évidemment ff (&) = i a (t) dt, d’où 


0 
1 


(9) fe) | E(u) a (u) du. 


Soient c;, c.,...,€, des nombres arbitraires, 0 < fp < 4 <.. < 
<lin = 1 et x«()=c; poùr tı < t< f; et i= 1, 2,..., A. On a évi- 


demment x (t) =X ci: (n — ên) d’où selon (9) 
i=1 


1 
(10) f(x) = | x (t) a(t) dt. 


Ainsi l'égalité (10) est remplie pour toute fonction „en es- 
calier“ a (2). 

Si x= x (¢) est à présent une fonction quelconque mesura- 
ble et bornée, il existe une suite {x,(f)} de fonctions „en escalier“ 
bornées dans leur ensemble et tendant presque partout vers x (6). 


1 
Par conséquent lim MEZO) — x(t) dt =0, d'où lim || x: — x||=0 
pos »/ nooo 


1 1 
et, selon (10), f (x) = lim yf xp(t) a (t) dt= [xo dt. Ainsi l’éga- 
LES rs 


lité (10) est remplie pour toute fonction x (¢) mesurable et bornée. 
Ceci établi, considérons d’abord le cas où r > 1. 
Posons: 
x,(t) = | [a (£) -signa (t) pour |a (H) <n 
| n- sign a (£) pour a (H| >n, 


1 + I « 
où tie On a Font “0=0&|< 171} / | Xn(t) | dé 
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1 


et comme «,(t) a (t) =| x(t) |-| a (E) | > | x(t) | - | x,(é) S12 on a 


1 s peren 27 
EZO jst dt < |f|- | |x (t)| dt, d'où, en tenant compte que 


0 


1 1 

— j=" tire ( f Le at\ r <|f|. Comme cette inégalité 
0 / 

subsiste pour tout n naturel et comme | x(t)" < |a (£) [5 = | a (£) |5 


et presque partout lim |x,(é) |’ = |« (¢)\', on obtient 
nyoo 


(11) yj a (H| dt < |F]; 


de sorte que à ({) est une fonction à s-ième puissance sommable. 
Par conséquent, si x (¢) est une fonction mesurable arbitraire 
à r-ième puissance sommable, le produit x (t) a (£) est évidemment 
une fonction intégrable. 


Définissons à présent la suite {x,(ć) comme il suit: 


EEA, pour |x (t)| <, 


12 Xn = Xn (t) = 
te) ra ARE) | a sign x(t) pour \x(|>n. 


On a alors 
rg 


be 3 j 
(18) Jx—x |=] [ir dl dt et lim | x— xn) =0, 


de sorte que if x (£) a (t) dt — F (xn) | = | f [x (6) — x,(t)] a (£) dt | < 


< fix — x,(t) |" a/f a(t) |sdt, d’où, selon (13), f(x) = 


= lim f (%n) =] x a(t) dt et comme |f (x) | = [+0 a (t) dt | < 


s ; 
<J fia F dt-|x|, la formule (11) donne légalité 
0 
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f=] f laO at. 


Nous avons ainsi démontré le théorème '): 
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans l’espace (L™) où 


r> 1 est de la forme 
1 


f(x) = E (t) a (t) dt 


où 5 
AIR 22 20 
2OCU) à |f=ÿ [la@p at. 
Passons maintenant au cas où r = 1. SoientO<u<u+th<1et 
l pour u<t<u++h 
LO =? h eae 
0 pour O<t<u et u+h<t<1. 
1 1 uth 
On a, selon (10), |f(x)| = TELOKO) at = WE et 
i 
uth 
comme |f(x)|<|f|°\k|/=|f|-1, il vient a ad | <| f| h. 


La fonction g (u4) =| (£) dt satisfait donc à la condition de Lip- 
0 
schitz et comme on a presque partout g'(t) = a (£), on en con- 


clut que 
(14) }a(t)|<|f| presque partout. 


Si à présent x = x (¢) est une fonction intégrable quelconque 
et la suite {x,(¢)} est définie par les formules (12), on a | x — x, | = 


= | |x (£) — xn(t) | dé — 0, d'où f(x)= lim FC) = im | x(t) (t) dt = 


0 0 


1) Pour r=2 ce théorème a été établi par M. Fréchet (Sur les ensem- 
bles de fonctions et les opérations linéaires, Comptes Rendus de l’Acad. des Sc. 
144 (1907), p. 1414 — 1416) et dans le cas général par F. Riesz, I. c., Math. 
Ann 69 (1910), p. 449—497, v. p. 475. 
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1 


= i x (t)a(t) dt, puisque |x,(é) a (t)| <\|x(a(t)|. Or, comme 


i ig 
| / x (£) a (t) dé | < | |x (t)! dé: vrai max |2 ({)!, on obtient en vertu 
0 | pe OIL 


de (14) l'égalité 
Ifl = vrai max la (£l. 
<< 


Nous avons ainsi démontré le théorème !): 
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans l'espace (L) est 


de la forme 
1 


f@ =f x (D a ( dt, 


0 
où a(t) est une fonction bornée presque partout et | f| = vrai max | x (t)|. 
KI 
3. Espace (c). Soient 
(15) er. | 1 pour ae 
| 0 pour ni, 
5 ce 
Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) où x= {fa} C (c), 
posons 


(16) fn) = CG et f(x)=C, 
En posant « = lim n, on a done ||x — ax'—) (&,—4) xn || = 
n-oa n=1 


= borne sup |: — «|, d'où x = ax' + lim X (fg — a) x, et par con- 
nor 


r> n=l 


séquent x = ax! Y(t —a) Xn. Donc f (x)= a: f(x’) d — a): f (xa), 
n=1 n=) 
d’où selon (16) p 
(17) FG) =a + Sino) Cr. 


n=l 


4) Ce théorème a été démontré pour la première fois par M. H. Stein- 
haus (Additive und stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 
186—221). 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 5 
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Si x = {fn} est à présent la suite où 


à { sign C, pour n<r, 
UT 14 


| 0 pour nr, 


onalx|= 1, a = lim bn = 0 etf (x)= | C,|, et comme | f (x) | <]|fl:Ix|, 


n=1 


fl. Le nombre r étant arbitraire, il en résulte 


d 
il vient % | Ca | < 
n==1 


oo 


que la série >)|C,| est convergente. En posant 
n=1 


a 6, 


n=l 


on a d'une façon générale selon (17) 


(18) FO SCEN Ea on a — e 
— 1-3cs 
n=l 


Soit à présent 

, _ | sign C pour n<r 
Or 

j | sign C pour n>r. 


Alors rl «= lim §n = sign C et f(x)=|C| +3) Cal + 
+3 Cn -sign C < |f] et, cette inégalité subsistant pour tout 7 na- 
| turel, on obtient |C| +5] C| <]|f|. Comme d'autre part f (x) < 
< | C| +5 Cr | ‘|x|, il en résulte que l’on a légalité 


(19) CESIGAR 


Conformément aux formules (18) et (19), le théorème suivant 
se trouve ainsi établi: 

Toute fonctionnelle linéaire f(x) où x = {bna} définie dans (c) 
est de la forme 
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f(x)=C lim & +S Cn bn 
Noo = 


et on a 


IC+ IC] = If). 
El 


4 Espace (K) où r >1. Soit, comme auparavant, x, = {6"} 
où &” sont définis par la formule (15). On a donc pour x = {&;} C 


T 


C (W) arbitraire |x—2'é; x; | =} 2\&\ —0, d'où 
l i=a+1 


(20) x -y By Kro 


i=l 


Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans 
(I), posons f (x) = C;, d’où selon (20) 


(21) f(x) =) aie. 


Considérons d’abord le cas où r= 1. 


Soient én = sigon Cn et &£;=0 pour in. On alors f(x) = 
=|C,|<|f|. D'autre part, on a pour toute suite x = {6} C (2) 


l'inégalité |f (x)| < 5 | 7) ‘borne sup |C;| et par conséquent 
1 1<i<ico 
|f| = borne sup |G|. 
l<icco 
Nous avons done démontré le théoréme: 


Toute fonctionnelle linéaire f(x) où x = {&} définie dans (U) 
est de la forme 


Ff (x) =) Ci Ë; 


où |f| = borne sup | C;|. 
1ictco 
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Passons au cas où r >1. Soit x° = {6°} où 


„o f [Gilt sign C pour i<n, 
Le | 0 pour i>n 


eitis On a alors |x° “or -V žiar d’où, 


[nn 


selon (21), f (x°) SA < VE Siar, sone Sic} s<|fl| 


a 


VE Ae ae 
et, n étant arbitraire, |/ DICGfs<|f|. D'autre part, pour toute 
11 


suite x = {é;} C (0) on a f (x | je Gi Eur. Vic. 


d’où finalement l'égalité 


s 


fig Xic 


Nous avons ainsi démontré le théorème: 
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans l’espace (I) où 
r> 1 est de la forme 


et on a |f] Zor pree 


5. Espace (m) et ses sous-espaces vectoriels séparables. Soit 
E un espace vectoriel séparable situé dans (m); les éléments de 
E sont donc des suites bornées de nombres. Admettons dans E 
la même norme que dans (m), à savoir 


|x| = borne sup |é) où x={} C E. 
1Si<Toa 
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Soit {Xa} où x, = {&"} la suite d'éléments de FE qui forment 
l’ensemble dénombrable dense dans Æ. Considérons d’abord x; 
et x. Nous allons établir pour tout s, > 0 l'existence d’un tel k, 
naturel que l’on ait pour tout couple à, et }, de nombre réels: 


(22) [Ay Xb Ag |< max [Ay SL + AE] - (+). 
LCR 


Ecartons, en effet, le cas de la proportionnalité des nombres é} 
et &? comme trivial et supposons, par contre, qu’il existe pour tout 
k naturel un couple X et à% tel que 


[AE 2, x | > max DEEE) (Lt). 
= 1<i<k a = 


MM 


En désignant par m, celui des nombres |)*| et qui est 


AZ : Ak 
| 2 . 
plus grand et en posant /* = CR Se on aurait donc 


(23) |E x, + E x| > max [it Et + I £|- (1 + 83). 
Iixth 


Comme on a 1<|#/+ |#|<2 pour tout k naturel, on 
peut extraire des suites {/*} et {/} des suites convergentes. Il 
existe par conséquent une suite {k;} telle que les suites {Xi} et 
{l} convergent respectivement vers certains nombres À et 4 
où 1 <|4,|+ || <2. Comme lim k; = + ~ et en outre lim |(4 x; + 

je ire 
+ by x) — (i x, + li x,)| = 0, on aurait done, en vertu de (23), 
| J; x, + ly X| > max |4 &! + J, &?|-(1 +£), ce qui est impossible, 
1<i<oe 
car on a par définition |4 x, + l} x,|= borne sup |4 £! -+ 4 é]. 
1<ixco 

L'existence d’un k, naturel satisfaisant pour tout A, et A, 
a (22) étant ainsi démontrée, on en déduit aisément par induction 
que, {en} étant une suite arbitrairement donnée de nombres po- 
sitifs, il existe pour tout n > 1 un ką naturel tel que pour toute 
suite finie M, À, …, A, de nombres réels on a 


(24) | A FH Aata + H AnXn | us | A$! + Aé? +... bei” | “(1 + £n). 


An 


Ceci établi, désignons pour tout n naturel donné par x'; où 
i=1,2,..., la suite 
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(25) 0, 0, 0, - 


oY Enie. 7) Sen ? 


on a donc en vertu de (24) pour M, A,,..., À, arbitraires 


(26) | dX + À Xo + eae + yada | < | Ài X -}- ho r; + on. + Na Knl x (1 -+ En). 


Soit à présent f (x) une fonctionnelle linéaire définie dans Æ. 
Done |f (Ay Xi + Ag Xe + H An Xn)| [PT Ti + Ag Xa H a H An Xn], 
et par conséquent selon (26), |A, f(x) + f(x) +... + nf (&n)| < 
< IFl (LH En) |M Xi $A, x +. xl. Comme par définition 
de x; (voir (25)) on a x; C (c), il existe en vertu du th. 5, p. 57, 
une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans (c) et assujettie aux 


conditions: 


fAs =f Ge) pour tout i=1,2,..,n et |fa| lip (+ Enr). 


En tenant compte de 
linéaire dans l’espace (c), 
Où, 2 =, 2%, coo à 


suites x/ n 


indices supérieurs à kn, on 


la forme générale des fonctionnelles 
établie p. 66, et tous les termes des 
étant d’après (25) des zéros pour les 
conclut qu'il existe une suite finie de 


nombres Anı Ang... Ank, assujettie aux conditions: 


Rn 


ans E; =fn(x:') =) (62) pour i = il, 2, wieght 
j= 


et 
BORT Pai Saye 
d’ou, en posant 
re our j<k 
(27) an = TFE Pp JS Ma 
0 pour j> kn, 
on obtient 
Se el = 
(28) a E; fe! O pour i=1,2,.., 2 
et 
(29) Don <I fl. 


=1 
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Admettons que la suite {,} ait été choisie de façon à avoir 


lim €, =0. En vertu de (28) on a alors lim Sn éi =f (xi) pour 


ce Nooo j= 
i=1,2,... et nous allons montrer, sans dre la suite double in- 


finie {a,;}, que cette forme se laisse généraliser de x; sur tout 


TE 
Posons à ce but x= {é}. La suite d'éléments de la forme 
Xn = {t#} étant définie au début comme dense dans Æ, il existe pour 


tout £ > 0 un x; = {6j} tel que |x — x:| <£, d’où | à Ong b —f (x) |< 
=] 
à anj (È; — £) + 2 nj 8j — f (Xi) 


2 tnj (Ej — 


+ | f(x) — f(x) | et comme 


<(3 a | Ani I. |.x—x;|<|f|-e, on a pour # suffisam- 


= (2|f|+1):s et 


ment grand 


Sm é; — f(x) 


par conséquent la forme généralisée 


(80) lim » Bi CON r LOUL ae) CLR 


ae =) 


Enfin, nous allons montrer que 


(31) lim D, |u| = |f]. 
Re Fost 
En effet, si l’on pose 
(32) M = lim > lanl, 
nes FT 


on a selon (30), |f (x)! < M borne sup |&|= M-|x|, pour tout 
x(C_ E, d'où, |f| étant le plus petit nombre tel que |f(x)| < 
< |f|- |x| pour tout x C E, on conclut que |f| < M, ce qui donne 
en vertu de (32) et (29) légalité (31). 

Recueillons à présent les formules (27), (29), (30) et (31): 
nous voyons que le théorème suivant se trouve établi !): 


1) Ce théorème est dû à M. S. Mazur. 
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Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans un espace vec- 
toriel séparable E situé dans l’espace (m) est de la forme 


Noo TT 


f(x) = lim Xay $ 
j=l 


où x = {&;} et {an} est un tableau de nombres réels satisfaisant aux 


conditions: 
1° anj = 0 pour j> k, où {kn} est une suite de nombres naturels, 
w Deyl y o ne. 
j=! 


3° lim X | on|=|f]- 
nooo j=1 3 


§ 5. Suites fermées et complètes dans les espaces (C), (LO), 
(c) et (10). 

Nous allons appliquer à présent les résultats qui précèdent 
à plusieurs notions et problèmes liés avec les propriétés des es- 
paces particuliers que nous venons de considérer. 

Une suite de fonctions {x,(f)} où x,(f)C (€) et O<t<1 
est dite fermée dans (C), lorsqu'il existe pour toute fonction x (t) C (C) 


kn 
une suite de combinaisons linéaires | Saw Xi «| tendant unifor- 
re 
mément vers x (tf). 
La suite {x,(t)} s’appelle complète dans (C), lorsque, g (£) 


x 


étant une fonction quelconque à variation bornée, les conditions 
1 

TEZO) dg = 0 pour tout n = 1, 2, … entraînent légalité g (0) = g (t) = 

0 

= g (1), excepté un ensemble au plus dénombrable de valeurs de ź. 


Une suite de fonctions {x,(t)} où x(t) C (L) etO<t<1 


est dite fermée dans (L™), lorsqu'il existe pour toute fonction 
k 


x(t) C (LO) une suite {gn} de fonctions de la forme g,(t) = D/a”) x;(t) 
i=1 
convergente en moyenne avec la r-iéme puissance vers x (É), 
1 


c. à d. telle que lim fix (t) — galt)" dt = 0. 
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La suite {x,(f)} s'appelle complète dans (LO), lorsque, g (t) 
étant une fonction arbitraire qui est mesurable et bornée ou qui 


appartient à (L) où = T = 1, suivant que r= 1 ou r>1, les 


1 
conditions / x,(¢) g(t) dt = 0 pour n =1, 2,... entraînent presque par- 
0 


tout Pégalité g (¢) = 0. 

Les deux notions interviennent dans la théorie des séries 
orthogonales. 

Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une suite de fonctions soit fermée dans (C), resp. dans 
(L), est qu’elle soit fondamentale (dans le sens défini au § 8, 
p. 58, de ce chapitre). De-même, pour qu’elle soit complète, il 
faut et il suffit qu’elle soit totale (dans le sens défini ibidem). Il 
suffit, en effet, de rappeler la forme générale des fonctionnelles 
linéaires dans (C), resp. (L™), établie p. 61, resp. 64—65. 

Enfin, le th. 7, p. 58, implique aussitôt que pour qu’une suite 
de fonctions soit complète dans (C), resp. dans (L), il faut et il 
suffit qu'elle y soit fermée. 

En procédant d’une façon analogue, on peut établir les 
notions de suites fermées et de suites complètes pour les espa- 
ces (c) et (1). 


$ 6. Approximation des fonctions appartenant à (C) et (L”) 
par des combinaisons linéaires de fonctions. 

Aussi le th. 6, p. 58, est susceptible d'interprétation dans 
divers espaces normés particuliers. En voici deux exemples: 

1. Espace (C). Pour qu'il existe des polynômes formés de 
termes de la suite {x,(t)} où x(t) C (C) et O<t <1 qui appro- 
chent uniformément une fonction donnée x(t) C (C), il faut et il 
suffit que, g (t) étant une fonction quelconque à variation bornée, 


1 
les conditions | X(t) dg =0 pour n=1,2,... entraînent l'égalité 
0 


few dg =0. 
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2. Espaces (LO). Pour qu’il existe des combinaisons linéaires 
formées de termes de la suite {x,(t)\ où X(t) C (LO) et 0<t<1 
qui approchent avec la r-ième puissance en moyenne une fonction don- 
née x{(t)(C (LY), il faut et il suffit que, g (t) étant une fonction 
arbitraire, mesurable et bornée lorsque r — 1 et appartenant à (L/) 


I 
où = + 4 = 1 lorsque r > 1, les conditions le (t) x,(t) dt =0 pour 
A 0 


n—1,2, … entraînent l'égalité | g (t) x (t) dt =0. 


0 


$ 7. Le problème des moments. 


Passons aux applications du th. 5, p. 57. 

On a donné le nom du problème des moments au problème 
qui consiste à établir des conditions pour l'existence d’une fon- 
ction f satisfaisant à l’infinité d'équations 


b 
(33) [fedt=c o É = ily By o 


pour une suite de fonctions {ọ;} et une suite de nombres {c;} don- 
nées d'avance. 

Nous donnons ici la solution de ce problème dans deux cas 
particuliers d’espaces normés: elle s’obtient par l'interprétation 
convenable du th. 5, p. 57, dans ces espaces. 

I. Espace (C). Soit x: = x(t) où O<t<1 une fonction 


continue. Toute fonctionnelle linéaire f(x) dans (C) étant (cf. 
1 


p. 61) de la forme f (x) =| x (t) dg où variation g (¢) =|f|, on ob- 
a [i< 
tient du th. 5, p. 57, le théorème 1): 
Pour qu'il existe une fonction g (t) à la 


variation g (t) < M 
ota 


et satisfaisant aux équations 


1) Ce théorème a été trouvé par F. Riesz (cf. les travaux de F. 
Riesz et de E. Helly cités ici p. 56, note 1)). 
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J 
[= Ce = ROUES oo 
il faut et il suffit que l’on ait pour toute suite finie h,, hy, ..., h, de 
nombres réels 


| 
: 


t=1 


< M: max 
O1 


Sh nd 


Il. Espace (L). Pour r>1 on parvient, en procédant 
d'une façon analogue, au théorème t): 
Pour qu'il existe une fonction a(t) où O < t <1 telle que 
a, 
th ls dt < MS Zo = — — 
fle@ dt<M où ~+—=1 


0 
et qui remplisse les équations 


il 


| (9 à dt =e où xft)C(L et i=1,2,.., 


0 
il faut et il suffit que Von ait pour toute suite finie h,, hy, ..., he 
de nombres réels 


k } ke 
Sie <u) f hy xt dt. 
i=) 0 li=1 | 


Pour r = 1, les fonctions xi(t) sont intégrables et la fonction 
cherchée a (t) est bornée et telle que 


vrai max |o (£)| < M. 
7e 


La condition nécessaire et suffisante est alors la suivante: 


<m [nat 


1) Ce théorème est dû également à F. Riesz, l. c. 
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§ 8 Conditions pour l'existence des solutions de certains sy- 
stèmes d'équations à une infinité d'inconnues. 


Considérons un autre problème. 


Etant donnés un tableau {a} et une suite {c;} de nombres, 
nous allons chercher d'établir des conditions pour l'existence 
d’une suite de nombres {z;} satisfaisant à l’infinité d'équations 


(34) Manze où =T, 


k=1 


Nous donnons ici, également à l’aide du th. 5, p. 57, la so- 
lution de ce problème dans deux cas particuliers d'espaces: 


Ill. Espace (c). Soient x; = {4x} et 


(35) oe lim %e=0 pour i= 1, 2,... 
Roo 


Toute fonctionnelle linéaire dans l'espace (c) étant de la forme 
f(x) = C lim & + X Cit où x = {én et |f| =| C|+¥| C| (cf. p. 66), 
ico =r isl 
le th. 5, p. 57, donne en vertu de (35) énoncé suivant: 
Pour qu'il existe une suite de nombres {z,\ qui remplisse les 


équations (34) en même temps que la condition X |z| < M, il faut 
k=1 


et il suffit que l'on ait pour toute suite finie de nombres h,, hy, ..., h, 


l'inégalité 


r 
È 

< M- borne sup y hi dir | : 
Ieee E 


r 

+ 
D hc 
i=] 


IV. Espace (1). Soient x; = {ax} et 3)! an |<co pour i= 1, 2, … 
k=l 


Toute fonctionnelle linéaire dans (/) étant de la forme f (x) = D zi; 
= 
où x= {&} et |f|—= borne sup |z;| (cf. p. 67), le th. 5, p. 57, 
1<ic ce 


donne immédiatement l’énoncé suivant: 
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Pour qu'il existe une suite bornée {zę} qui remplisse les équa- 
tions (34) en même temps que la condition borne sup |z| < M, il 


E 
faut et il suffit que l'on ait pour toute suite finie de nombres réels 
his ho, ne hr légalité 


EMI) ho 
dl pe | 


“ik 


I 5 
| N'hi Ci 


KS 


RUE] 


CHAPITRE V. 


Espaces du type (B). 


$ 1. Opérations linéaires dans les espaces du type (B). 


Nous allons établir ici quelques théorèmes généraux sur 
les espaces E du type (B)!), dans lesquels leur propriété qu'ils 
sont non seulement normés, mais aussi complets, intervient d’une 
façon essentielle. 

Théorème 1. F(x) étant une opération mesurable (B) et U (x) 
une opération additive, définies toutes les deux dans E et telles que 
|F (x)| > | U (x)| pour tout x C E, l'opération U(x) est linéaire. 

Démonstration. Il existe en vertu du th. 4 de l’Introduction 


p. 17, un ensemble Ħ(_ E de I-e catégorie tel que l'opération 
F(x) est continue dans Æ — H. Il existe par conséquent pour 
Xo C E—H un r > 0 et un M> 0 tels que 


(1) |x—x)|<r entraîne |U (x)| < | F (x)| < M pour tout xC E—H. 


L'ensemble des points xC E— H tels que |x—x, < 5 
étant de Il-e catégorie, il en est à plus forte raison de même de 


r 


P , 
a 


l'ensemble G de tous les points de la forme x'+ x où |x'| < 
xC E—H et |x—x,| <5 Il existe donc dans G un élément 
x+x,C E-—H où x CE—-H. Comme |x, —x,| <$ on a 


1) voir la définition de ces espaces Chap. IV, p. 53. 
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eia a< m d'où, selon (1), +x) +U (8) < 
<2M. La norme de U(x) est par conséquent bornée dans la 


sphère |x| < 5, donc, évidemment dans toute sphère. Il en ré- 


sulte en vertu du th. 1 (Chap. IV, § 2), p. 54, que l'opération U (x) 
est continue. 


Théorème 2. Si, pour une opération additive U (x), lim x, = x 


n-yoo 


entraîne lim | U (x,)| > | U (x)| pour tout x C E, l'opération U (x) 


ca 


est linéaire '). 
Démonstration. L'ensemble G, de tous les x C Æ tels ique 


[U(x)| <n est pour tout 2=1,2,... fermé et comme E= Vas 
St 


un au moins des ensembles G, contient une sphère dans laquelle 
la norme de U (x) est bornée, d’où, comme dans le th. précédent, 
la continuité de l'opération U (x). 


Théorème 3. Si une suite d'opérations linéaires {U,(x)} dé- 
finies dans l'espace E est convergente dans un ensemble G qui est 
dense dans une sphère K et si la suite des normes {| U,|} est bornée, 
la suite des opérations {U,(x)} est convergente dans l’espace E 
tout entier ?). 


Démonstration. Etant donné un x, (_ K, il existe par hypo- 
thèse une suite {Xn} telle que x, C G pour # = 1, 2, … et lim x, = x), 


Nos 


Or, on a pour trois nombres %, p et q quelconques: 


| Uxo) — Valo) | | Up(% — Xn) | + | Ua Xn — Xo) | + | Up(%n) — Ual xn), 


donc 


lim | Up(%) = Ul) < 2M | %o —Xn| où M = lim lal 
p> noo 
q—}eo 


1) Cf. S. Banach. l. c., Fund. Math. ITI (1922), p. 153, th. 3. 
*) Cf S. Banach et H. Steinhaus, L ce, Fund. Math. IX (1927), 
p. 53. 
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d’où, comme lim | x, — x,| = 0, on, a lim |U,(x,) — U,(x,)| = 0, ce 
PET proses gros 


qui implique la convergence de la suite U,(x,). 

Etant donné à présent un élément arbitraire xC E et x', 
désignant en particulier le centre de la sphère Ķ, il existe un 
se > 0 tel que x',+ex( K, donc que la suite U,(x', + £x) est 
convergente. La convergence de U(x) en résulte en vertu de 
celle de U,(x',) et de U,(x, + ex). 


Théorème 4. Etant donnée une suite {U,(x)} d'opérations 
linéaires définies dans E, l'ensemble H de tous les x (_ E pour les- 
quels lim | U,{x)| < + est soit de l-e catégorie, soit identique à Et). 

As 


La démonstration résulte du th. 1 (Chap. III, § 1), p. 36, vu 
que H est un ensemble linéaire et mesurable (B). 


Théorème 5. Etant donnée dans E une suite {U,(x)} dopé- 
rations linéaires telles que lim|U,(x)|< co pour tout x(_ E, la 
fes 


suite des normes {| U,|} est bornée *). 

Démonstration. En vertu du th.11 de l’Introduction, p. 19, il 
existe une sphère K(_ E et un nombre N tels que l’on a|U,(x) |< 
<N pour tout xC K et n=1,2,... En désignant par r le rayon 


de la sphère K, on en tire facilement | U, | < a pour tout n = 1,2, ... 


Théorème 6. Etant donnée une suite {xn} d'éléments de E 
telle que Von a lim|f(x)| <œ pour toute fonctionnelle linéaire 
n-oa 


J (x) définie dans E, la suite des normes {|x,|} est bornée. 
Démonstration. L'ensemble E de toutes les fonctionnelles 
linéaires définies dans E constitue, en y conservant la définition 
de la norme adoptée pour ces fonctionnelles, un espace du type 
(B). Définissons dans E une suite de fonctionnelles {Fa}, en po- 
sant F;(f) = f (xn) pour tout fC E. L’hypothése Jim | f (Xn) < © 


1) ibidem, p. 55. 
*) ibidem, p. 57. 
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entraîne par conséquent lim | F;(f)| < pour tout f C E. En ver- 
noo 


tu du th.5, qui précède, il existe donc un nombre N tel que 
|FAAf)| < N- |f| pour tout n = 1, 2, ... D'autre part comme x, C E, 
il existe pour tout n = 1, 2,... en vertu du th. 3 (Chap. IV, § 2), 
p. 55, une fonctionnelle linéaire f.(x) définie dans £ et telle que 
l'on a Mealea e aa “On a done ea = ea S 
= |F(fn)| < N: |fa| = N, quel que soit 7, c. q. £ d. 


§ 2. Principe de condensation des singularités. 


Théorème 7. Etant donnée dans E une suite double dopé- 
rations linéaires {U,, (x)} telles que 


(2) RME | = ss pome (out EC 
ges 


il existe un ensemble G(_E (indépendant de p) de Il-e catégorie 
dans E et tel que Von a pour tout x CG: 


(3) lim | Upa( x)| = œ pour tout p = 1, 2, ... 1). 
l'E ds] 


Démonstration. L’ensemlbe H, de tous les élements x C E 
tels que lim | Up, (x)|< co ne peut coïncider avec E, car en vertu 
qec 


du th. 5, p. 80, l'hypothèse (2) se trouverait contredite. Il en 

résulte en vertu du th. 4, p. 80, que Hp, et par suite l’ensemble 

H= SA, de tous les éléments x (C E pour lesquels la condition 
p= 

(3) est en défaut, est de I-e catégorie dans E. Il ne reste donc 

qua poser G = E — H. 


Remarque. Les contredomaines Ep des suites {Upg} peuvent 
varier avec p = 1, 2,..., tandis que pour tout p donné ils doivent 
évidemment être supposés identiques pour toutes les valeurs de 
q, puisqu'on fait intervenir dans l’énoncé ‘du th. 7 la notion de 
convergence des suites {U,,(x)} avec q tendant vers œ. 


1) ibidem, p. 54, th. I. 
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Le th. 7 qui précède constitue, avec le th. 6 (Chap. I, § 4), 
p. 24, au point de vue fonctionnel ce qu'on appelle le principe 
de condensation des singularités. Nous allons l’expliquer sur des 
exemples ‘). 

Soit {g,(t)} une suite orthogonale et normée de fonctions 
à carré sommable dans [0,1]. Etant donnée une fonction quel- 
conque x (¢) intégrable dans [0,1], la série 


— 


k= 


y grlt) [ ga(s) x (s) ds 


s'appelle le développement de la fonction x (€) suivant la suite {g,(t)} 
1 

(pourvu, bien entendu, que les intégrales fes) x (s) ds existent 
0 


pour tout &=1,2,...). 

On ales théorèmes suivants p. ex. dans les espaces (C) et (L): 

Dans (C). Etant donnée une suite {t,\ de points de [0,1], 
Pexistence pour tout p=1, 2,... d'une fonction continue x,(t) dont 
le développement dans le point t, est ‘divergent, resp. non borné, 
entraîne l'existence d'une fonction continue x (t) dont le développe- 
ment est divergent, resp. non borné, dans tout point tp où p = 1, 2,... 

La démonstration résulte du th.7, p. 81, et du th. 6 (Chap. 
I, $ 4), p. 24, si l’on pose 


Up) = X? gelto) | 8x(s) x ($) ds, 


en regardant U,,(x) comme des fonctionnelles linéaires dans (C). 

Dans (L). Etant donnée une suite d'intervalles {[ap, Bp|} situés 
sur [0,1], l'existence pour tout p = 1,2, dune fonction intégrable 
X(t) dont le développement jouit de la propriété 


ep à 1 
lim | |s,(t)|dt=~ où s,(t) = X E(t) { gt) x(t) dt 
nc RÆ = 

ap 0 


1) ef. ibidem, p. 56—61. 


$ 3. Espaces du type (8) compacts. 83 


entraîne l'existence d'une fonction intégrable x (t) dont le dévelop- 
pement jouit de la même propriété dans tous les intervalles |p, Bp] 
à la fois. 

La démonstration résulte du th. 7, p. 81, en posant 


1 


q re 
Un) =)? g(t) | ext) x (9) dé pour ap <t < Bp 


k=l à 


et en regardant U,,(x) comme des opérations linéaires définies 
dans l’espace des fonctions intégrables dans [0,1] et dont les con- 
tredomaines sont situés respectivement dans les espaces des fon- 
ctions intégrables dans [2p, Bp]. 


Remarque. En particulier, si les points à coordonnées ap, fp, 
forment un ensemble dense dans le carré [0,1; 0,1], la pro- 
priété en question de x ({) se présente dans tout intervalle [«, 6] 
de [0,1]. 

En s'appuyant sur cette remarque, on peut démontrer pour 
les séries de Fourier existence d'une fonction intégrable x(t) 

5 
telle que Von ait lim | | Sn(t) dt | = ~ dans tout intervalle 


[4, B] C [0,27]. 
$ 3. Espaces du type (B) compacts. 


Lemme. Etant donné un ensemble linéaire fermé G qui est 
un vrai sous-ensemble d'un ensemble linéaire D(_ E, il existe pour 
tout nombre se > 0 un xC D tel que l’on a 

IX|=1 et |x,—x)>1—e pour tout x CG. 

Démonstration. Soient: x'( D — G, d la distance de x' à G 


et 7 un nombre positif arbitraire. Il existe donc un y'(_ G tel 


Pa sf 
que d<|x'—y'|<d+ 7. Posons n= y] Pour tout x(_ G 


on a alors |x, =x] =, l x y — | 4 eyi) et comme 
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les relations xC G et y'C G entraînent y'+|x«'’—y'|-x CG, 


LES 


mey 23% d’où, en posant 


on en obtient |x, — «| > 


j= da il vient |x — x| > 1 —e. 


Evidemment, on a aussi |X| = =r =1 et x (CD, car 
LC Det y GC D. 


Théorème 8. Si tout ensemble d'éléments de E dont les nor- 
mes constituent un ensemble borné est compact, il existe dans E 
une suite finie d'éléments X,, Xz, …,x, tels que tout x C E est de 
la forme 
(4) X=, Xi +O, Xa +... La, Xx,, 
où d4, A, … , Ar Sont des nombres (qui dépendent de x). 


Démonstration. Soient: x, un élément arbitraire de E tel que 
|x,;|=1 et xm, où r > 1, un élément arbitraire de Æ tel que 


(ey |= re l oe nor = My 2 wma A 


` Désignons pour tout r> 1 par G, l’ensemble de tous les 
éléments xC E qui sont de la forme (4) et posons D = E. En 
supposant que le théorème n’est pas vrai, on aurait donc tou- 
jours G,C D et G, == D, d'où, selon le lemme qui précède (avec 


G=Cx E =; et x) = *;41), l'existence pour tout r naturel d’un 
Xmm C E assujetti à (5), c. à d. d’une suite infinie {x,} telle 
<4 
que |x,| = 1 et | x, — x, | > 5 pour p Æq. 
Cette suite ne contiendrait par conséquent aucune suite con- 
vergente; elle constituerait donc un ensemble non compact, bien 


que l’ensemble correspondant des normes soit borné. On serait 
ainsi en contradiction avec l'hypothèse du théorème. 


§ 4. Une propriété des espaces (L™), (c) et (1). 

Par lapplication du th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, à la forme 
générale des fonctionnelles linéaires définies dans ces espaces, 
on obtient les théorèmes suivants: 
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On procède d’une façon analogue pour r = 1. 


Pour (c). Si pour toute suite convergente x = {&} la série 


> a; & est convergente, on a 2 a | <o. 
i=1 


Démonstration. Ya;£; étant pour tout n =1,2,.. une fon- 
a, 
; n o9 
ctionnelle linéaire dans l’espace (c) et comme lim a; & = 3) % Si, 
N-y»oo i=1 il 


on conclut du th. 4, p. 28, que d'a; & est également une fonction- 
i=! 
nelle linéaire. Il existe par conséquent un M->O tel que 
> a; ĝi 
=i 
En posant donc 


| sign « pour i<n as oyga 


> 


| 0 pour i>n où a,=0, 


<M-||x||=M-> borne sup |é|. 
Lico 


i 


on obtient À Ya) < M pour tout # = 1, 2, … , doù Dial <M. 


fe=1 


Pour (IO) où r>1. Si la série ) a:t; est convergente pour 


= 


toute suite x = {t} C (lM), alors 3} |o < ~ pour r >1 et la sui- 
al 
te {a} est bornée pour r= 1"). 
La démonstration est analogue 4 celle du théoréme précédent. 


§ 5. Espaces du type (B) formés de fonctions mesurables. 


Nous allons nous arréter un peu sur quelques propriétés 
des espaces du type (B) assujettis à des conditions plus spécia- 
les. Admettons à ce but que & soit l’espace des fonctions me- 
surables définies dans l'intervalle fermé [0,1] et telles qu'on ait 
pour tout x, = LACE où 0<É< 1: 

1. limlx.| = 0 entraîne lim as x(t) = 0; 


1) Ce dernier théorème a été trouvé par M. E. Landau (Uber einen 
Konvergenzsatz, Göttinger Nachr. 1907, p. 25—27). 
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Pour (LO) ot r>1. Sia(t) où 0<t <1 est une fonction 
mesurable et s’il existe pour toute fonction x (t) (_ (L™) lintégrale 


1 1 2 
| x (t) a (t) dt, alors | la (t) <~ pour r>1 et a(t) est une 
0 0 
fonction bornée pour r = 1°), 

Démonstration. Posons pour n naturels 


{ a (6) pour |a(t)|<# 


AE) = 
ae) | n sign a(t) pour |a(t)|>n. 


Nous avons alors |x (t) a (¢)| > |x (¢)2,(t)|, donc, comme 
lim o,,(t) = a (£), il vient 
Noo S 

> s 
iff EO a,(t) at = | x (t) a (6) dt. 
( 0 


0 
1 
L'expression | x (£) a,(t) dt étant pour tout »=1,2,... une 
0 


fonctionnelle linéaire dans (L™) (car a(t) est une fonction bornée), 
1 
J x (f)a(t) dt est en vertu du th. 4, p. 28, également une fon- 
6 
ctionnelle linéaire. Il existe par conséquent, en vertu du thé- 


oréme sur la forme générale des fonctionnelles linéaires dans les 

espaces (L”) où r >1 (voir p. 64), une fonction « (t) C (L (-i)) 
1 1 

telle que | x (t) a(t) dt = | x (t) a (t) dt pour tout x (t) C (LM). En 
0 0 


posant donc 
ET E 
al 1 pour O<t<h 
lo pour t,<t<1, 


Ke f 
on a | a (t) dt = J a (t) dt pour tout 0 < t, < 1, d'où presque par- 


tout a (t) = a (£). 


1) Pour r>1 ce théorème est dû à M. F. Riesz, 
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2. lim}x,| = 0 entraîne l'existence dans E d'une suite par- 
ñ—}ce 


tielle {x,{t)} et d'un x tels que Von ait | x,{t)| < | x (#)| pour tout 
i= 1, 2, ... et pour presque tout 0 <t <1 (| | désignant ici la valeur 
absolue); 

3. lim as x,(t) = x (t) entraîne lim || xn|| > |x|. 


noo 
Tels sont, en particulier, les espaces (M), (C) et (L™), envisagés 
à plusieurs reprises (v. pages 10—12, 59—64 et 72—76); s’il s’agit 


de réaliser Ja condition 2., on n’a qu’à définir pour >) |x:,| < co 
al 


i= 


la fonction x (£) par l'égalité x (4) = X | xn,(Z)|. 
i=1 


Théorème 9. Soient E et E, deux espaces du type (B) assu- 
jettis aux conditions 1., 2. et 3. et K (s, t) une fonction définie dans 
le carré {0,1; 0,1]. Si Vintégrale 

| 
(6) u (s) = | K (s, £) x (t) dt 


0 


existe pour tout xC E et pour presque toute valeur de s et si 
u(s)C E;, elle est une opération linéaire'). 


Démonstration. Posons 


(7) lim | xn — «| =0 
et désignons par {x,} une suite quelconque extraite de {xn}. En 
vertu de (7) et de la condition 2., il existe dans Æ une suite par- 
tielle {x,,— x} et un z C E tels que l’on a pour tout ¿= 1, 2,... 


presque partout | x(t) — x (4)| < z (£). Evidemment lim as K (s, é). 


La) x (£)] = 0, et | K (s, DC = 0 |<] K(5,2)|'2@). De plus 
1 
Vintégrale | K (s, t) z (t) dt existe dans un ensemble H de mesu- 


1) Cf. S. Banach, L c., Fund. Math. HI (1922), p. 166, th. 2. 
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4 = 
re 1,car zC E. On a donc lim | K (s, D [xn (6) — x @] dt = 0 et 
ico - 
0 
1 1 
par conséquent lim i K (8, £) Xn ft) dt =f K (s, t) x (t) dt pour sC H. 
ESS ő 


1 


Or, toute suite extraite de {u,(s) =f K (s, t) xa(f) dt} contenant 
0 


une suite partielle qui converge presque partout vers 4 (s), on a 
lim as u,(S) = u (s), ce qui implique selon 3.et le th. 2, p. 79, que 
A0 


l’opération (6) est linéaire. 
§ 6, Exemples des opérations linéaires dans quelques espaces 
particuliers du type (B). 


Nous donnons ici quelques applications du th. 9, qui vient 
d’être établi, aux espaces (M), (C) et (L0). 
Espace (M). Si K(s,t) où 0<s<1 et O<t<1 est une 


1 
fonction mesurable et si pour tout s on a J KEDE = N = eS 
0 


l'expression 


(8) U (x) =| K(s, t) x (£) dt 


est une opération linéaire définie dans (M) et dont le contredo- 
maine est situé dans (M). 


Espace (C). Si la fonction K(s, 7) est continue pour (<< s< 1 
et 0<¢< 1, l'expression (8) est une opération linéaire définie 
dans l’espace (C), son contredomaine étant aussi situé dans (C). 


Espace (L). Si K(s,t) est une fonction mesurable dans 
a 

le carré 0< s< 1, 0<L/<1 et telle que | C(s)ds< N< œ~ où 
ò 


C (s) = vrai max | K (s,t)|, l’expression (8) est une opération li- 
01 


néaire de domaine (Z) et de contredomaine ( (ZL). 
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Espaces (L®)). K(s,t) étant une fonction mesurable dans le 
carré 0< s< 1, 0<t< 1 et telle que pour tout couple de fon- 


ctions x(t)C (L®)) et y(s)C (Lo?) où p > 2 et g>2, ona 
(9) | [IK DE y) | ds dt < o, 


lexpression (8) est une opération linéaire définie dans (L”) et 
dont le contredomaine est situé dans (L9). 


En effet, étant donné un x( «4L)) quelconque, on a pour 


D. 
tout y C (L 9-1): 


[ K6, t) x (t) dtl ds, 


ü 


j [Ke DAI) ds dt = | y(s) 


u 
0 


1 


d’où (cf. p. 85) [ K(s, t) x (dt C (L™) et par conséquent, selon 
0 


(8), U(x) est une opération linéaire. 


Pour que la condition (9) se trouve vérifiée, il suffit d’admet- 
ie iP 
tre que | | |K (s, £)! dsdt < co, où r est le plus petit des nom- 


ù 0 
bres p et Ayi (en particulier, que la fonction K (s, £) et bornée, 


lorsque 7 = 1, et intégrable, lorsque p = q = + œ>). 
On a, en effet, en vertu de linégalité de Riesz: 
igre 


| [K(s, £) x (£) y (s) ds dt 


0 


1 
r. 


< | f [ | K(s, t) ma ds dt i | i | x (s) |’ as} 


| 0 0 


1 ] 
J fly (t) |" atl . En particulier, pour p = q = 2, la condition (9) peut 
so 
si 


donc être remplacée par [fi K (s, t) |? ds dt < >, ce qui implique 
0 0 


que l’opération (8) est linéaire dans (Z®) et que son contredo- 
maine est également contenu dans (L®), 
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La même remarque s'applique aux cas où p=q=1 et 
ECC 


§ 7. Quelques théorèmes sur les méthodes de sommation. 


Etant donné un tableau infini de nombres 


Aii, os ery Alky e 
(A) Ay 1, ozy. y Aky o. 
Dit, Qiy esy Qik, s 


ong 


nous dirons qu’une suite de nombres x = {&} est sommable (vers 
A (x)) par la méthode A (qui correspond au tableau (A)), lorsque 


chacune des séries A{x) = Y'a: & est convergente et la suite {A(x)} 
k=) 


converge aussi (vers A (x)). 

La méthode À est dite permanente, lorsque toute suite con- 
vergente est sommable par cette méthode vers sa limite. Elle 
s’appelle reversible, lorsqu’à toute suite convergente {4} vient 
correspondre exactement une suite x (convergente ou non) telle 
que Ax) = %: pour į = 1, 2,... Nous dirons qu'une méthode B (qui 
correspond au tableau (B) = {{b4}}) n’est pas plus faible de A, 
lorsque toute suite sommable par la méthode A l’est aussi par 
la méthode B. 

Enfin, une méthode A porte le nom de méthode parfaite, 
lorsqu'elle est à la fois permanente, reversible et telle que les 
conditions 


(10) d'la < oo et Dai ax = 0 pour R= lp)... 
ET il 
entraînent 
(11) ca = 0 pour tout i=1, Py o 
Théorème 10. Pour qu'une méthode A soit permanente, il 


faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies simul- 
tanément: 
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19 d'au < M pour tout i=1,2,… 
WET 
2° lim am=0 pour tout k= 1,2, ... 


loo 


3 lim an = 14. 


a! 
k=1 


Démonstration. Nécessité. La convergence de la série 


co 


2, dir Êr pour toute suite convergente x = {£;} et pour tout i= 0, 1,2, ... 
k=) 


entraine (cf. p. 86, pour (c)) la convergence absolue de la série 


>) ain. Les fonctionnelles A,x), définies dans l’espace (c), sont 
k=1 
par conséquent linéaires et comme elles forment une suite con- 
vergente, on en conclut d’après le th. 5, p. 80, que la condition 
1° est remplie. 

Soient d'autre pärt: $ — 1 pour i= 1, 2, eee = 0 pour in 
et = 1 pour tout ^ = 1,2,.. Posons Xn = {67} pour 7” = 132, ... 


On a A(x) => air et Aix») — am pour i et n naturels, donc 
Sl 


À (X) = 1 et A (x:) = 0 pour n> 0, de sorte que les conditions 
2° et 3° sont également remplies. 

Suffisance des trois conditions résulte du th. 3, p. 79, 
et du fait que la suite {x,} définie tout à l’heure est dans l’espace 
(c) fondamentale. 


Lemme 1. Soient A une méthode permanente et y, = {9} une 
suite convergente. Si pour toute suite de nombres {ai} les conditions 


(10) entraînent l'égalité X, an? = 0, il existe pour tout nombre «> 0 
i=1 
une suite convergente x telle que l'on a 
(12) |Adx) — 4) ee pour tou P= 4, 2... 


1) Ce théorème est dû à O. Toeplitz. (Uber allgemeine lineare Mit- 
telbildungen, Prace Mat. Fiz. XXII, Varsovie (1911), p. 118—119). 
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Démonstration. Désignons par G l’ensemble de toutes les 
suites convergentes {} auxquelles correspondent des suites 
convergentes x telles que 4; = A(x) pour i= 1,2, Considéré 
dans l’espace (c), l'ensemble G ainsi défini constitue évidemment 
un espace vectoriel. Si yọ n’est pas un point d’accumulation de 
G, il existe en vertu du lemme (Chap. IV, $ 3), p. 57, une fon- 
ctionnelle linéaire F (y) définie dans (c) et telle que l’on a F(y,)=1 
et F(y) =0 pour tout y C G. Vu la forme générale des fonction- 
nelles linéaires dans l’espace (c) (cf. Chap. IV § 4, p. 66), il existe 


donc une suite de nombres {4;} telle que la série Sa est absolu- 


ment convergente et que: 


oo 


(13) D aini + alim y =0 pour {q} C G 
i=l Eiz 
(14) N; D wine + a lim = 1. 
E ice 


La méthode A étant permanente, on a d’après (13) 


(15) Se Ax) + a lim & = 0 pour tout x = {6} C (0) 


E 


et le th. 10 qui précède entraîne l’existence d’un M satisfaisant à la 


condition 1° de son énoncé. On a par conséquent X \ Xlo| |ar| lil < 
T RSÍ 


< M: X all, d’où 
(16) > a, AUX) = yi, Èk 3h dj Qik. 


En posant pour un & naturel fixe &—=—1 et ĉn =0 pour 
nÆ k, on conclut de (15) que 


(17) D o aix = 0 pour emilee 


i=l 


En posant ensuite é= 1 pour &=1,2,..., on tire de (15), 
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(16) et (17) que æ; — 0, d’où, en vertu de (14), que > a; n = 1, ce 
Ea 
qui est, en raison de (17), en contradiction avec l'hypothèse. 


Lemme 2. Si la méthode A est permanente et les conditions 
(10) entraînent la condition (11), il existe pour toute suite conver- 
gente {n°} et pour tout nombre s> Q une suite convergente x satis- 
faisant à la condition (12). 

La démonstration est immédiate en vertu du lemme 1, qui 
précède. 


Lemme 3. x, = {&} étant une suite bornée, sommable par 
une méthode permanente A, il existe pour tout e >0 une suite con- 
vergente x telle que 


(18) |Adx)— Ax,)| <e pour tout i= 1,2, … 
Démonstration. Posons 
(19) yf = aea) pour i=1,2,... 


et désignons par {v;} une suite quelconque assujettie aux condi- 
tions (10), p. 90. 
On, a selon (19) 


(20) Du =D) a: Al) 


et, À étant une méthode permanente, il existe d’après le th. 10, 


p. 90, un nombre M satisfaisant 41°, d'où > Z\al-|axl [| < 
f= NE 
<M: X |u|: borne sup |£| et selon (20) » a; 7? = 28 D'ou Bik, 
j= 1tk<eo TT = il 


done, selon (10), > «; 49 — 0. Ceci établi, la thèse du lemme à dé- 
= 
montrer résulte immédiatement du lemme 1. 


Lemme 4. Soit x, une suite sommable par une méthode A 
permanente et reversible. Si, quel que soit s> Q, il existe une suite 
x satisfaisant à la condition (18), la suite x, est sommable vers le 
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même nombre par toute méthode B permanente et pas plus faible 
de A. 


Démonstration. La reversibilité de A entraîne (voir Chap. 
HI, § 6, th. 10, p. 47, et remarque p. 50) lexistence d’une suite 
{ai} et d'un tableau {8} ayant les propriétés suivantes: 


oo 


(21) on DANS ponr e = l 2 ap 
al 


(22) si Von PO on une suite convergente y = {ni}: 


Ep = fily) = >, bis Ni =e aR Jin Ni où R= il, 2, ea 


E 


on a 


D> Gk Èr = n); pour (= 1, 2 wae 


k=l 


Les fonctionnelles f(y) ainsi définies dans l’espace (c) sont 
linéaires. Pour toute suite convergente y la suite correspondante 
x= {&} étant par hypothèse sommable par la méthode perma- 


nente B, chacune des serions biz Êr est convergente et la suite de 
R=1 


leurs sommes {B,x)} Vest également. 


Posons pour tout y C (c): 
Fy) = Son PD) pour i=1,2,... et F(y)=lim Fi(y). 
los 


Ainsi définies, les fonctionnelles F;(y) sont linéaires; en vertu 
du th. 4 (Chap. I §, 3), p. 23, il en est donc de même de la fon- 
ctionnelle F (y). 

Ceci établi, soient, conformément à l'hypothèse, x, la suite 
donnée et x une suite convergente satisfaisant à (18). En posant 


Jo = {Ax)} et y = {A(x)}, on a ys C (0), y C (6) et || y = yo|| < 8, 
donc 


(23) | B (x) — B (x)| =|F(y) — F (nw) |< | F|- e 


et, comme A (x) = B(x), il vient |A (x,) —B(%)|<|A(%)—- 
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— A(x)|+]|B(x)—B(x,)|, d'où, selon (18) et (23), | A (x) — B (xo) | < 
Fl:e+e, ce qui entraîne légalité À (x) = B (xo), q. Ê d. 
Les lemmes 3 et 4 donnent le 


ee 
ae 
Sy 


Théorème 11. Si la méthode permanente B nest pas plus 
faible que la méthode permanente et reversible A, toute suite bornée 
sommable par A est aussi sommable par B vers le même nombre’). 

D’autre part les lemmes 2 et 4 donnent le 


Théorème 12. Si A est une méthode parfaite et B une mé- 
thode permanente pas plus faible de A, toute suite sommable par A 
est aussi sommable par B vers le même nombre?). 


1) Pour une classe spéciale de méthodes reversibles, à savoir des mé- 
thodes ainsi dites normales, ce théorème a été trouvé par M. S. Mazur (l.c. 
Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 599—611, Satz VII). 

? Pour les méthodes normales ef. S. Mazur, Über eine Anwendung der 
Theorie der Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungsver- 
fahren, Stud. Math. lI (1980), p. 40—50. 


CHAPITRE VI. 


Opérations totalement continues et associées. 


§ 1. Opérations totalement continues. 

Une opération linéaire U (x) s'appelle totalement continue, si 
elle transforme tout ensemble borné en ensemble compact. 

Exemple. Si, pour i= 1,2, ..., n, X; désignent des fonction- 


n 
nelles linéaires et x; des éléments, l'opération U (x)=) X; (x): x 
i=l 
est totalement continue. 


Théorème 1. Le contredomaine de toute opération totalement 
continue est séparable. 

Démonstration. L'ensemble G, de tous les U(x) où |x| <r 
étant compact, donc séparable !), il en est de même de l’ensemble 


DOn qui est le contredomaine de l’opération U. 
n=1l 


Théorème 2. Etant donnée une suite {U,(x)} d'opérations 
linéaires totalement continues, toute opération linéaire U(x) telle 
que lim | Un — U| = 0 est aussi totalement continue. 

110 


Démonstration. Soient {x;} une suite bornée et {x;} une suite 
extraite de {x} par la méthode de la diagonale de façon que 


lim U,(x;) existe pour tout z naturel. On a en conséquence pour 
iso 


n = il Dies | U (Xp) — U (xq) | < U (Xp) = Un(Xp) | + | aay) —U(%q)| JF 
+| Un{%q) — U (x)|, done | U(x») — U (x4) | < | U—Un |: (| Xp | +| al) + 


1) cf. p. ex. F. Hausdorff, l. c., p. 126. 
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+ | Un(Xp) — Ua), d’où évidemment lim |U (xp) — U (x)| = 0. 
ges, Poo 
Ainsi la suite {U (xi)} est convergente, ce qui implique la continuité 


totale de l’opération U (x). 


§ 2. Exemples des opérations totalement continues dans quelques 
espaces particuliers. 


Si X(s, ć) est une fonction continue pour 0 <s <1 et 0<1<1, 
la fonction (de la variable s) 


1 


(1) u (s) = | KE, t) x (6) dé 


est continue, quelle que soit la fonction intégrable x (t). Regardée 
comme opération définie dans un des espaces 


(2) (M), (C), (L) et (LO) où r>1, 


et dont le contredomaine est situé dans un quelconque de ces 
espaces, opération (1) est totalement continue. 
La démonstration s'appuie sur le théorème suivant de Arzelà: 
Pour qu'une suite de fonctions continues {u,(s)} renferme une 
suite partielle uniformément continue, il suffit qu’il existe pour tout 
nombre e>0 un nombre n >0 tel que l'inégalité |s,—s,.|< entraîne 
l'inégalité | u,(s,) — ln(S3) 
Admettons en effet que ||,(¢)|| < 1 et que l’on ait pour 


<e pour tout n=1, 2,.... 


1 
ORS = Pet 2 CS 27106) = | K(s, t) *,(t) dt. La continuité de 
0 


K(s, t) implique l’existence pour tout £ > 0 d’un 4 > 0 tel que l’inéga- 
lité |s, — s,| <) entraîne | K(s,, t) — K (Sa, t)| < € pour O<t< 1. 


1 
Par conséquent |4,(5,) — Un(S.)| < |] [A (Sit) — K (S3, £)] ONE | < 
0 
1 1 
<E | | «,(t)| dt, ce qui donne, en raison de l’inégalité f Xn(t) | dt < 
0 0 


< || xa ||, facilement vérifiable dans les espaces (2), | 4,(s,) — 
— u,(S,)| < £, de sorte qu’en vertu du théorème de Arzelà on 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 7 
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peut extraire de {u,(s}} une suite uniformément convergente. 
Or, toute suite de fonctions uniformément convergente étant dans 
les espaces (2) convergente en même temps suivant la norme 
(qui y a été adoptée), il est démontré que l'opération (1) y est 
totalement continue. 

On a, en particulier, les théorémes suivants: 


Espace (C). Pour que l'opération (1) soit totalement continue 
dans (C), il suffit d'admettre que l’on a pour tout s, 


1 


(3) lim Í K(s t) — K(s, H| dt = 0. 


En effet, pour tout € > 0 on déduit facilement de (3) lexis- 
il 
tence d’un 4>0 tel que |s,;—s,| <} entraîne Îl K (51, f) — 


0 
— K (Sq, t)| dt < £, ce qui implique, comme auparavant, la conti- 
nuité totale de l’opération (1) dans (C). 

La condition (3) sera remplie p. ex., lorsque K(s, À) est une 
fonction bornée et telle que l’on a lim K (s, t) = K (So, £) pour tout 
S, et pour presque tout 7. di 

Notons enfin que l'opération 


y (s) = | ‘K(s, t) x (t) dt 


0 


est aussi totalement continue dans (C), si la condition (3) est 
remplie. 


Espaces (L®), K (s, t) étant une fonction mesurable pour0 —s<1 


et 0<t <1 et r désignant Vinférieur des nombres p et 7 St 


p>1letgq>1, silona 


t 


(4) [ Í |K, b) ds dt <x, 


0 
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l'opération (1) est totalement continue dans (LP) et son contredomaine 
est situé dans (LW), 


En effet, 740 t)} étant une suite de fonctions continues, soit 


til 


(5) lim | | KAS, t) — K (s, t) | ds dt = 0. 
1, à 


l 
L'opération y = U,(x) = [ Ks, t) x (£) dt étant totalement con- 
0 
ibs 1 
tinue pour x C (LP et y C (L™), on a || U,(x) — U(x) ||? J f i (Kn — 
q j 1 
>K x(a ds <) fás 


1 ar: eS 1 ane 
Tes atc | (fier ae). 


y 1 \ 1 1 \ 1 
Or, comme r<p, on a { {|= @) ey <{ fiz (¢) | dt\? et 
i) Na / 


comme r< ai c ad. is Dee ona Ge Coe 


ire KIS 7 dt asl 7 = de donc ||U,-—U||< |/ fi Kn — 
\o 0 00 
r—l 


= Kpa dt ds| ” , d’où, selon (5), lim || Un — U || = 0, ce qui implique 
nyao 


en vertu du th. 2, p. 96, la continuité totale de U, c. ad. de l’opé- 
ration (1), où u (s) = U (x) C (LM), 


Remarque. En particulier, pour p =q =2 la condition 


A 
J | K*s, t) ds dt < + œ entraîne donc la continuité totale de l’opé- 
0 Ô 


ration (1) pour x C (L®) et u (s) C (L®). 


§ 3 Opérations conjuguées (associées). 


Soient, comme d'habitude, £ et E; deux espaces du type (B) 
et y = U(x) une opération linéaire définie dans E et dont le contre- 
domaine est contenu dans £. 

Convenons de désigner par X et Y des fonctionnelles linéaires 
définies respectivement dans E et £,. 
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Considérons l’expression Y[U(x)] où Y est une fonctionnelle 
quelconque définie dans £,. Cette expression peut être regardée 
évidemment comme une fonctionnelle définie dans E. Posons 
notamment 

(6) X (x) = Y [U (x)]. 

Ainsi définie, la fonctionnelle X est additive et continue, car 

on a |X (| <| Y[U (<| Y| U|- |x], doù 


(7) |X| <IFT- TU} 


Or, la relation (6) entre X et Y constitue une nouvelle 


opération P 
A=U(Y), 


dont le domaine est l’espace E, des fonctionnelles linéaires définies 
dans E et dont le contredomaine est situé dans l’espace E de celles 
définies dans E. 

L'opération U (Y) s'appelle associée à U(x) (ou conjuguée avec 
U (x)). En vertu de (7), elle est additive et continue. 


Théorème 3. U(Y) étant une opération associée à l'opération 
linéaire U(x), on a |U|=]| U]. 

Démonstration. Ona d’une part pour tout xC E: | Y [U(x)]. 
<|YVj-jU|-|x}, d'où |U(FY)|=|Y(U)| <|Y|-|U| et par consé- 
quent e 

(8) wri 

D’autre part, étant donné un x, C & arbitraire, il existe en 
vertu du th. 3 (Chap. IV, §2), p. 55, une fonctionnelle linéaire Y, 
définie dans Æ; et telle que l’on a | Y)|=1 et | %[U(%)]| =| U(x)|, 
done |U (x)| =| Ys [U (x)| <1 U1: | Yol lxo =I U]: |x|, d'où 
|U (x| <| U|- |x| et par conséquent 


(9) [UL <|UI. 
Les inégalités (8) et (9) donnent l'égalité, q. f. d. 


Théorème 4. Si Popération linéaire U(x) est totalement con- 
tinue, il en est de même de l'opération associée U (Y): en d’autres 


§ 4. Opérations conjuguées dans quelques espaces particuliers. 101 


termes, si | Y,|< M, il existe une suite {Y,,} et une fonctionnelle 


X telles que 
(10) lim | U (Yn) — X| = 0. 


Démonstration. Le contredomaine GC E, de l’opération U(x) 
contenant en vertu du th. 1, p. 96, un ensemble dénombrable 
dense, on peut selon le th. 3 (Chap. V, § 1), p. 79, extraire de 
la suite des fonctionnelles {Y,} où | Yx|< M une suite partielle 
{Yn} convergente pour tout y C G. Posons donc lim Ya [U (x)] = 


= lim X,(x) = X (x) et soit x; un élément de E tel que l’on ait 
D xij et |X (x) — 2) > 5 Xal 


Or, si le théorème n'était pas vrai, c. à d. s’il existait un 
nombre 74> 0 tel que | X—X,,| > pour tout ¿= 1,2,..., on aurait 
d'après (11), en posant pour abréger Y/ = Yn; 


(12) | Y? [U (xD]— lim Y [U (x) > 
Je 
et (comme |x;| = 1) il existerait une suite d'indices {k;} telle que 
lim U (x) =o. On trouverait donc, quel que soit > 0, un A 
naturel tel que l’on ait pour tout i> N les inégalités | y, — U (Xx) |< € 
et | Y'r; (yo) —lim Y'a (yo) | < £, d'où | a, [U(e,)] — lim Ve LU (xl < 
Sorea co 
<| PU Gr) Yl +] Ve Yo) — lim ao) + lim Y'r [U (x) —Yo]] < 
>. | Jes 
<M-e+e+M-e, ce qui est impossible en vertu de (12), le 


nombre £ étant aussi petit que Pon veut. 


§ 4. Applications. Exemples des opérations conjuguées dans 
quelques espaces particuliers. 


Espace (C). Si X(5,t) est une fonction continue pour 0<s< 
et 0O<LÉ< 1, l'expression 


U(x) = | K (s, 9 x (6 at 


est une opération continue. 
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Soit Y (y) où y C (C) une fonctionnelle linéaire quelconque. 
Comme définie dans (C), elle est donc (cf. Chap. IV, § 4, p. 61) 
1 


de la forme Y (y) =|y (#) d Y(t), où Y(t) est une fonction à varia- 


0 
tion bornée. La fonctionnelle X (x)= Y[U(x)] est également 
linéaire dans (C), donc encore de la forme 


(13) X (x) = fl x (td X(t), 


t 
) 


ou X(t) est aussi une fonction à variation bornée (et nous pou- 
vons admettre que X (0) = 0). En posant par conséquent 
1 


(14) y () = U (x) = { K(s, t) x (£) dt, 


on a pour toute fonction x (t) C (C): 


1 


(15) [orxo =fy (s) d Y (8). 


Considérons la fonction 


1 pour O<S<vV 
Xu, nS) = 
(s) 0 pour +2 ES Li 


et qui soit linéaire pour v < s < v + + Par substitution de xz, ,(s) 
1 
au lieu de x(s) dans (14) et (15) on obtient JEZO) aX (s)= 


à j| fxe, É) xv, a(t) at aY = fron O |/ K(s, 0 d Y (s)| dt), d'où, 


D 


1) en vertu du théorème suivant sur la ,commutativité de l'intégration“ 
pour les intégrales multiples de Stieltjes d’une fonction continue: 
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par le passage à la limite avec # — co, on a pour s=0,1 et pour 
tout point s où la fonction X (s) est continue, donc dans tout point 
de [0,1], sauf tout au plus une infinité dénombrable de points, 


S 1 - 
(16) X(s) = (| | Kis, t) d ¥(s)| dt; 


or, la valeur de l’intégrale de Stieltjes (13) restant la même, 
lorsqu'on modifie la valeur de la fonction X (t) dans une infinité 
dénombrable de points (excepté 0 et 1), on peut admettre que la 
fonction X (s) est définie par la formule (16) dans [0,1] tout 
entier, donc qu’elle est continue pour 0< s < 1. 

L'expression (16) peut être considérée par conséquent com- 
me représentation de l'opération associée U(Y)= xX. Il faut 


l'entendre dans ce sens que, Y (s) étant une fonction à variation 
it 
bornée qui représente la fonctionnelle linéaire fy (s) d Y (s), la 


0 


fonction correspondante X (s) à variation bornée représente la 


1 
fonctionnelle linéaire i x (Hd X (t). 


Etant donnée une fonction F(s,1) continue dans le carré K = (0,1; 0,1] et 


deux fonctions g (t) et h(t) à variation bornée dans [0,1], on a f fF (s, t) dg (s) dh (t) = 
Fate 


1-1 
dh(t)= / | F(s, 8 dh (© [an (s). 


0 


HES 
= | | JFG 048 


0 
La première de ces trois intégrales (lintégrale double) est à entendre 
comme la limite des sommes de la forme 


n m 


D, DF (8; ENE (Siya) — 8 (SD) LA (511) — A EI 


i=] j=0 
où 0 S 59 C8) ae LS, << Sy =H 1 et OHH << bp Se Shy = 1, 
les points s;'C[s;,s;,,] et ¢ C(t; tj4,] étant arbitraires), lorsque la longueur 
des plus grands des segments [s,, S; 11) et It, t;}1] tend vers 0. 


La démonstration du théoréme en question coincide avec celle du théo- 
réme analogue pour les intégrales de Riemann. 
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Pour l'opération linéaire 
1 


U (x) = x (s) — [x (s, t) x (t) dt 


(avec la même fonction K(s,t)) on a 
t 1 
U(Y)=Y¥(@) -faf Kena Y (8) = X (8). 


Espaces (LU), Si K(s,t) est une fonction mesurable pour 
0O<Ls<1et0<É< 1 et si l’on a 


(17) REC t) x (£) Y(8)| < ~ 


A 
pour tout couple x(t) C (L) et Y (9 C (L) où p>1 etq>1, 


l'opération 
1 


UC) WO | K (s, t) x (£) dt 
0 
est linéaire pour x C L®) et y C (L™), 
La fonctionnelle linéaire Y dans l’espace (L) est de la forme 


Y (y) = [YOy ds, 


q 
où Y(s) est une fonction appartenant à (Z%—') et on a 


1 


1 1 
Y (y) = f Yas: | Ks, t) x(t) at = | x dt f KG, t) Y (8) ds: 
0 0 0 


il 


Ce 


9 
En posant 


1 
(18) X(t) = if K (s, D Y (s) ds, 
ona 4 


{rox ds =|XOxO dt. 
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L'expression (18) peut être considérée comme représentation 
de l'opération associée U (Y) = X. 
Dans le cas particulier où p = g > 1, l'opération associée 
à l’opération linéaire 
1 
U(x) =x()—[ KG, t) x (t) dt 
0 


est de la forme 
1 


=U (VY) =a | Ks t) Y (s) ds. 


(i 


Espace (L). Les considérations qui précèdent s'appliquent 
également à l’espace (Z). Si l’on a la formule (17) pour x C (L) 
et YC (M), expression 


y=U(x) = [6,0 x (0 at 


est une opération linéaire pour x (C (L) et y © (L). 


L'opération associée est de la forme 
il 
KET =[K6, t) Y (8) ds 


1 
où Y(s)( (M) représente la fonctionnelle linéaire | Y (s) y (s) ds 
ò 
pour y (s) C (ZL), tandis que X (£) C (M) représente la fonctionnelle 
1 
linéaire [X@ x (t) dt pour x (t)C (L). 
0 


Pour un couple correspondant X, Y et x,y on a 


[xoxo dt OO ds. 


CHAPITRE VII. 


Suites biorthogonales. 


§ 1. Définition et propriétés générales. 
Une suite d'éléments {x} et de fonctionnelles linéaires {/;} 
s’appelle biorthogonale, lorsque 
pou, 7, 
1 ZX; M 
(1) 07) | 0 pour ist. 


Etant donné un x C E arbitraire, la série 
(2) Sx fie) 
= 


porte le nom du développement de x suivant la suite biorthogo- 
nale {xi}, {fi}. 

Dans le cas où la suite {f;} constitue un ensemble total de 
fonctionnelles (cf. Chap. III, § 8, p. 42) et la série (2) est pour 
un x convergente, x est la somme de cette série; en effet, on a 
alors pour tout j = 1, 2,... 


fi\x =A xi fA) = SAX) — f(x) = 0. 
Théorème 1. Si la série (2) est convergente pour tout x(_E, 
la série 


YAW F (xi 


i=] 
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est aussi convergente pour tout x(_E, quelle que soit la fonction- 
nelle linéaire F. 
Démonstration. En posant 


(3) n= fe F(x), 


on a Sa(x) =e) F (xi) = F 
= 


o de sorte que la con- 
i=] 
vergence de la suite {S,(x)} pour tout x est évidente. 


Théorème 2. Si les normes des sommes partielles (3) de la 
série 


(4) She Fo 


sont bornées dans leur ensemble, quelle que soit la fonctionnelle li- 
néaire F, la série (2) est convergente pour tout x C E qui est la 
limite d'une suite quelconque de combinaisons linéaires formées de 
termes de la suite {xj}. 

Démonstration. En posant 


(5) CODES file), 


EI 


on a F[s(x)] =) F (x) fA) = S,(x) (voir (8)) et, comme par hy- 


pothése | S | < M où-M est un nombre indépendant de #, on a 
pour tout x(_Æ en vertu du th. 6 (Chap. V, § 1), p. 80: 
lim |s:(x)| < ~. Il existe done en vertu du th.5 (Chap. V, § 1), p.80, 


un nombre JN, indépendant de n et de x, tel que |5,(x)|< N-| x]. 


Or, comme pour tout į = 1, 2, ... on a lim s,(x;) = X; on éta- 
Ac 


blit par un raisonnement banal lexistence de lim s,(x) pour tout 


N—-poo 


élément x C E qui satisfait à la condition de l’énoncé. 


Théorème 3. Si les normes des sommes partielles (5) de la 
série (2) sont bornées dans leur ensemble, quel que soit x( E, la 
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série (4) est convergente pour toute fonctionnelle F qui est la li- 
mite d'une suite quelconque de combinaisons linéaires formées de 
termes de la suite {fi}. 

La démonstration est analogue à celle du th. 2, qui précède. 


Théorème 4. Dans les mêmes hypothèses, si en outre {xi} 
est une suite fondamentale, la série (2) est convergente pour tout 
SC dE 


Démonstration. On a, selon (5), lim |s,(x)|<c pour tout 
N-yoo 
x (CE et, de plus, lim s,(x) = x; pour tout i= 1,2,... La conver- 
ico 


gence de la série (2) pour tout x( E en résulte en vertu des 
th. 5 et 3 (Chap. V, § 1), p. 80 et 79. 


§ 2. Suites biorthogonales dans quelques espaces particuliers. 


Envisageons à présent comment se comportent les suites 
biorthogonales dans les espaces qui nous intéressent plus par- 
ticulièrement. 


Posons 
1 


1 pour i=j 
6 fx Odt=Í 
(6) ICO 00 Le 
0 
Admettons de plus que {x,(¢)} soit une suite de fonctions 


De 
dans (L”) où p> 1 et {ydt)} en soit une dans (G= ), enfin que 


ces suites y soient complètes (ou fermées). 


Théorème 5. Dans ces hypothèses, si la série 


Nxb | 1) x (6 dt 
= 


est convergente en moyenne avec la p-iéme puissance, quelle que soit 
la fonction x (t) C (LP), la série 


(2) S yt) [ At) y Oat 


i=l 
0 


110 Chapitre VII. Suites biorthogonales. 


de fonctions bornées pour 0 < £< 1. Admettons enfin que la 
suite {x{f)} soit complète dans (£). 


os 1 
Théorème 6. Dans ces hypothèses, si la série >} x(t) | yilt) x (t) dt 
Fax i 
est convergente en moyenne pour tout x(t) (L), la série 
: 1 
» vit) | xt) y (t) dt est bornée presque partout pour tout x (t) C (M) 
i=1 + 


et réciproquement. 

Le démonstration est analogue à celle du th. 5, qui précède: 
on considère x; comme des éléments du domaine (L) et y; com- 
me des représentants des fonctionnelles linéaires; on a recours 
enfin aux th. 3 et 4, p. 107—108. 

En particulier, lorsque x;(f) = yt), on a les corollaires: 

1° Si la série (8), où xt) = y(t) (M), est convergente en 
moyenne pour tout x(t) C (L), elle est bornée pour tout x(t) (M) 
et réciproquement. 

2° Si la serie (8), où (GQ — y4t) C (C) et {x:; est une suite 
complète dans (C), est uniformément convergente pour tout x (t) C (C), 
elle est convergente en moyenne pour tout x (t)C (L) et récipro- 
quement. 

La démonstration s'obtient: dans un sens, en considérant x; 
comme des éléments du domaine (C) et y; = x; comme des repré- 
sentants des fonctionnelles, et, dans le sens inverse, en regardant 
x(t) comme des éléments du domaine (L) et y; = x; comme des 
représentants des fonctionnelles linéaires définies dans (L). 


§ 3. Bases dans les espaces du type (B). 


Une suite {x;} d'éléments de E s'appelle baset), lorsqu'il 
existe pour tout xC E exactement une suite de nombres {7} 
telle que l’on ait 


1) Cette notion a été introduite dans le cas général par M. J. Schau- 
der (Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalräumen, Math. Zeitschr. 26 
(1927), p. 47—65). 
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P éme puissance pour toute 


est convergente en moyenne avec la rea 


fonction y (t) C CAE },, 
Démonstration. Soit 


1 
fix) = | yt) x(t) dt pour x(t) C (LM). 


co 


La série >) x: f(x) est donc par hypothèse pour tout x C (ZE) 
E= 
convergente en moyenne (c. à d. selon la norme) avec la 


p-ième puissance. En vertu du th. 3, p. 107, la série Ò fi: F (x) = 
i=1 
1 


ce J 2 
=>, y(t) | x(t) y(t) dt où y OC = ), est par conséquent avec 
tl 0 


Jess le jième puissance convergente selon la norme (c. à d. en 


moyenne) pour toute fonctionnelle linéaire F définie dans l’espace 
(L™); il en est donc de même de la série (7) pour toute fonction 


+ 
OCT), e q. f d. 
En particulier, lorsque xt) = y(t) C (L™) où r est le plus 


grand des nombres p et _? le théorème qui vient d’être éta- 


pia 
bli entraîne le corollaire suivant. 


Si la série 
1 


(8) Natt) [ (0) x © a 


est pour tout x (_ (LP) conver gente en moyenne avec la p-iéme puissance, 


a? 
elle l'est également pour tout x C (L (p= )y avec la prime puis- 


sance. 
On peut y admettre p. ex. que x; où i= 1,2, sont des 
fonctions bornées. 


Considérons maintenant le cas où, dans l’hypothése (6), 
{x(t)} est une suite de fonctions intégrables et {y:(£)} une suite 
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x= Vax. 


— 
HR 


Etant donnée une base {x;}, soit E, l’ensemble des suites 
y= {n} pour lesquelles la série X nx; est convergente. En po- 
i=! 
n 
PAET 
= 


sant | y| = borne sup , on montre facilement que £, ainsi 
In oo 


normé constitue un espace du type (B). 

Posons ensuite 

ge = UG) = DAT x; pour toute suite yy ={ņ} C E. 
i=1 

Ainsi définie, l’opération U (y) est linéaire, car| U(y)| <|y|, 
est comme elle transforme E, en E d’une façon biunivoque, l’opé- 
ration inverse y = U—'(x) est également linéaire. 

Enfin la fonctionnelle 


x + 
fax) = OÙ X To Ni Xi 
i=l 


est aussi linéaire, car | mx: < 2| y| et |fi(x)| =| n] Si < 
UE ele ; 
| Xi | 


Or, on a par conséquent 
NX) ponr tomie oa B 


et, ce développement étant unique, on obtient légalité (1) (voir 
p. 106), de sorte que la suite {xi}, {fi} est biorthogonale. 


Remarquons que pour toute fonctionnelle linéaire F définie 


dans E la série J f; (x): F (xi) converge vers F (x), car on a pour 
Pit, 


tout xC E: X f(x) F (x) = lim F = F (x). 
= noo 


n ? 
x f(x) 
= i 


On ne sait pas si tout espace du type (B) séparable admet une base. 
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La question n’est résolue que pour certains espaces parti- 
culiers. Ainsi p. ex. dans (L) où p > 1 la base est donnée par 
le système orthogonal de Haar. Dans (C) la base a été con- 
struite par M. J. Schauder'’). Dans (J) où p > 1 la base est 
j 1 pour i=n 
| 0 pour in; 
on a alors f(x)=& pour x = {f}. Enfin dans (c) la base est 
formée de la même suite augmentée de l’élément x, = {8} où 
60) = 1 pour 7 = 1, 2, ... On a alors 7,(%) = lim é; pour x = {é} C (c). 


i i i JEU EC) — 
fournie par la suite {x;} où x; = {0} et EU = 


§ 4. Quelques applications à la théorie des développements 
orthogonaux. 


Théorème 7. Les suites {x}, {fi} et {yi}, {gi} étant biortho- 
gonales et les équations f{x) = (y) où i= 1, 2, … admettant pour 
tout x exactement une seule solution y= U(x), la convergence de 


la série Y h; x; entraîne celle de la série X h; y; pour toute suite de 
i = 


i=] 


nombres {hi}. 
Démonstration. On aperçoit facilement que les égalités 
lim x,=x, et lim y,=y, où Yn=U (Xn) entraînent légalité y, = U(x,). 


noa Nos 

En vertu du th. 7 (Chap. III, § 3), p. 41, l'opération y = U (x) 
est par conséquent linéaire. En posant donc |U|=M, on a 
|U (x) < M:|x]| et comme par définition U(x) = y: pour i= 1, 2,…., 


n 


[tt 

il vient Už hi x) =J hi yi pour h: réels quelconques, ce qui im- 
ei bi 

plique immédiatement la thèse du théorème. 


Corollaire. {x{t)} et {ydt)} étant des suites orthogonales 
normées de fonctions continues, si pour toute fonction continue x (t) 
il existe une fonction continue unique y(t) telle que l’on ait 

1 1 
J x(t) x (t) dt = | y(t) y (t) dt, la convergence uniforme de la série 
0 0 


> h: x(t) entraîne celle de la série X hi yt). 
= | =] 


1) 1. c., Math. Zeitschr. 26 (1927), p. 48—49. 
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Des corollaires analogues s’obtiennent pour d’autres espaces 
fonctionnels 4). 


Théorème 8. Soient: {x;}, {fi} une suite biorthogonale, où 
{fi} est une suite totale, et {hi} une suite de nombres telle que, {ai} 
étant une suite de coefficients d'un élément x (c. à d. que a; = f(x) 
pour i= 1, 2,...), {kiai} en soit une d’un élément y. 

Si dans ces conditions {B;} est une suite de coefficients d'une 
fonctionnelle linéaire F (c. à d. que b: = F(x) pour i= 1, 2, ...), la 
suite {h; Bi} l'est dune fonctionnelle linéaire D. 

Démonstration. Le système d'équations /fi(x)=h; f{y) où 
t=1,2,... admet par hypothèse pour tout x exactement une so- 
lution. Désignons la par y = U(x). 


Les égalités lim x, = «, et lim yn = Yọ où Yn = U (Xn) entrai- 
nc 


noo 
nent évidemment légalité y, = U (x). Par conséquent, en vertu 
du th. 7 (Chap. III, § 3), p. 41, opération U(x) est continue. 
En particulier, on vérifie aisément que l’on a 


(9) U(x)=h;x; pour tout i=1,2,... 


Or, étant donnée une fonctionnelle linéaire F telle que 
B= F (x) pour i= 1,2,..., on a selon (9) F[U (x)] = 4 F (xi) = hi Pa 
c. à d. que les nombres #; 6; sont des coefficients de l’opération 
@=U(F), ¢. q. f. d. 

Remarquons que si x = lim x; U(x) est en vertu de (9) la 

i eo 
limite d’une combinaison linéaire de termes de la suite {xj}. 

Comme une application facile de cette remarque, nous obte- 

nons le 


Théorème 9. Soit {x¢)} une suite orthogonale et normée 
de fonctions continues, fermée dans l'espace (C). 


1) Cf. S. Banach, Sur une propriété caractéristique des fonctions ortho- 
gonales, Comptes Rendus 180, Paris 1925, p. 1637 — 1640 et H. Steinhaus, 
Sur quelques applications du calcul fonctionnel à la théorie des séries orthogona- 
les, Stud. Math. 1 (1929), p. 191—200. 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 8 
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. Si la suite de facteurs {h;} transforme toute suite {a} de coeffi- 
cients d'une fonction bornée en une suite {h;a;} de ceux dune fonction 
bornée, elle transforme en même temps toute suite {8;\ de coefficients 
d'une fonction continue arbitraire en une suite {h;f;} de coefficients 
d'une fonction continue, 

Le théoréme inverse est aussi vrai. 
On a enfin le 


Théorème 10. Soit {x,(t)} une suite de fonctions bornées or- 


thogonale, normale et compléte dans (Loi) où p > 1. 

Si la suite de facteurs {h;\ transforme la suite de coefficients 
{ai d’une fonction arbitraire x (t) C (L) dans la suite {h; a} de 
ceux d'une fonction y(t) C (L(®)), elle transforme aussi toute suite 


CAN 
{B} de coefficients d'une fonction arbitraire x 6 Co) dans 


fs 
la suite {h; Bis de ceux d'une fonction y (€) ca), Si fp) = 9, 


alors (L®) = (My), 


1) Cf. W. Orlicz, Beiträge zur Theorie der Orthogonalentwicklungen 
Stud. Math. I (1929), p. 1—39 et 241—255. 


CHAPITRE VIII. 


Fonctionnelles linéaires dans les espaces du type (5). 


§ 1. Préliminaires. 


Etant donné un espace vectoriel fermé d'éléments GC E et 
l’espace E de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E 
il existe, comme nous avons vu (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme), 
pour un élément quelconque x, (CE — G une fonctionnelle linéaire 
fCE telle que l’on a 


f(%)=1 et f(x)=0 pour tout x CG. 


Le problème s'impose si, réciproquement, la relation analogue 
ne subsiste entre les espaces ICE de fonctionnelles linéaires et 
les éléments de Æ. Plus précisément, il s’agit de savoir si, étant 
donné un espace vectoriel fermé CCE de fonctionnelles linéaires 
définies dans Æ, il existe pour une fonctionnelle quelconque 
iC E—T un élément x C E tel que l’on ait 


(1) f(x) = 1 et f(x)=0 pour tout fC T. 


Or, la réponse est, dans le cas général, négative. 

Considérons, en effet, comme E l’espace (c) des suites con- 
vergentes de nombres réels, donc comme E l’ensemble de toutes 
les fonctionnelles linéaires définies dans (c), et comme / celui de 
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans (c) de la forme: 


Q) fij=Sat où =C Sai] <ov. 


i=1 


116 Chapitre VIII. Fonctionnelles linéaires dans les espaces du type (8). 


Ainsi défini, / est un espace vectoriel et fermé. 
En effet, posons 
8) lim || fa — || = 0, 
où 
(4) POF l IL =y DE pour n=1,2,.. 


i=] 


Il s’agit de montrer que fC /. Or, (2) entraîne lim || fp — fg || = 0, 
Pree, q> 
d’où, comme par définition f,(x) — f(x) =>) (a — a{9)£;, on conclut 
— 


de (3) en vertu du th. (Chap. IV, § 4), p. 66, que lim Š | al?) — ata) | = 0 
pcs i=1 
qe 


et, par conséquent, qu'il existe une suite {a} telle que l’on 


a lim X | af” —a|=0 et Xo; |<co, On a donc pour tout «= {&}C (c) 


ce t= 


Pégalité lim D'afr) 2 =S atn d’où, selon (4), lim fn(X) = à a Ez et 


nes i=1 


comme selon (3) lim | Folle lim rena ia = i : vient 
f(x) =X a; &; pour tout X(_ (c), La fonctionnelle f est donc de la 
forme (2), d’où finalement f C T. 
Ceci établi, soit 
(5) f= limt pour x= {8} C (0) 
La fonctionnelle f ainsi définie n’appartient évidemment pas 


à J. Cependant il n’existe aucun x, = {8} C (c) satisfaisant aux 


conditions (1), car (1) et (5) entraînant légalité lim $ = 1, il est 
i-yoo 


impossible d’avoir pour toute suite de nombres {a} satisfaisant 
aux conditions (2) légalité >) a; & =0 exigée par (1). 
i=] 
§ 2. Ensembles régulièrement fermés de fonctionnelles linéaires. 


Un ensemble vectoriel / de fonctionnelles linéaires définies 
dans un espace E du type (B) s'appelle régulièrement fermé, lors- 
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qu’il existe pour toute fonctionnelle linéaire définie dans E, mais 
n’appartenant pas à /, un élément x, C E qui remplisse les con- 
ditions (1). 

L'exemple qui précède montre que l’ensemble vectoriel fermé 
de fonctionnelles linéaires n’est pas toujours régulièrement fermé. 
Or, la réciproque est vraie: tout ensemble vectoriel de fonction- 
nelles linéaires / qui est régulièrement fermé est en même temps 
fermé dans le sens ordinaire (v. Introduction, p. 13) de ce terme. 


En effet, soit 
(6) a ŒI jorr =, À ow 
et 
(7) üm || fn — fl = 0. 


Si dans ces conditions f, n’appartenait pas à l’ensemble 7, 
supposé vectoriel et régulièrement fermé, il existerait un x, C E 
satisfaisant à (1); d'après (6) on aurait donc en particulier f(x) = 0 
pour #4 = 1, 2, ..., d'où, selon (7), f.(x,) = lim f,(x,) = 0, contraire- 

pes 


ment à (1). On doit done admettre que f C /, c. à d. que Pen- 


semble / est fermé. 

Il est facile de donner des exemples d’ensembles réguliére- 
ment fermés. Soit, en effet, E un espace du type (B) et GCE 
un ensemble vectoriel, d'ailleurs arbitraire. L’ensemble / des 
fonctionnelles linéaires f définies dans F et telles que 


J) =0 pour tout x G 
est, comme on |’apercoit aisément, régulièrement fermé, 


Remarque. Si l’ensemble 7 en question est non seulement 
vectoriel et réguliérement fermé, mais en outre total, il contient 
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E. 

En effet, la définition de l’ensemble total (voir Chap. IU, 
§ 3, p. 42) implique que le seul élément de E pour lequel toutes 
les fonctionnelles fC / s’annulent est l’élément 9. 


Nous allons nous occuper dans ce chapitre des propriétés 
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que possèdent les ensembles régulièrement fermés de fonction- 
nelles linéaires '). 


§ 3. Ensembles transfiniment fermés de fonctionnelles linéaires. 


Etant donnés un nombre ordinal quelconque Ÿ qui est un 
nombre-limite, c. à d. n’ayant pas de précédent immédiat, et une 
suite bornée de nombres réels {C} du types, c. à d. où 1< <ò, 
on appelle limite transfinie supérieure de {Cz} et on désigne par 


lim C: la borne inférieure des nombres réels £ satisfaisant à Piné- 
oe 


galité Ce <¢ à partir d’un indice (ordinal) qui dépend de ¢. La 
limite transfinie inférieure de {C:) est ensuite définie par la formule 
lim Cg = — lim (— G). 
E>} E>): 
Lemme 1. Si l'on a pour une suite {fẹ} du type Ÿ de fon- 
ctionnelles linéaires 


If 


il existe une fonctionnelle linéaire f remplissant les conditions: 


<M pour 122 =m, 


(8) |f|/ <M et lim f(x) < f (x) < lim f(x) pour tout xC E. 
Eo RE 


La démonstration résulte du th. 1 (Chap. II, $ 2), p. 27, en 
y posant p (x) = lim f(x). La fonctionnelle p (x) satisfait en outre 
Eu D 


à l'inégalité p (x) < M-|x]. 

Ce lemme établi, nous appellerons une fonctionnelle linéaire 
f(x) remplissant les conditions (8) limite transfinie de la suite 
A). 

En particulier, lorsque lim |f, — f| = 0, la fonctionnelle f (x) 


est évidemment une limite transfinie de la suite {/„(x)}, car on 
a lim 0) f (x) = lim fa(x) pour tout x C E. 
; n-a 


nc 


1) Cf. S. Banach, I. c., Studia Mathematica I, p. 228—234, où se trou- 
vent les théorèmes des $$ 3—5 de ce chapitre. 
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Un espace vectoriel / de fonctionnelles linéaires est dit 
transfiniment fermé, lorsque toute suite transfinie {p} de fon- 
ctionnelles de / à normes bornées dans leur ensemble admet 
une limite transfinie fC T. 


Tout espace 7° transfiniment fermé est en même temps fermé 
au sens ordinaire. 


En effet, les formules (6) et (7) donnent alors lim f(x) = f,(x) 


pour tout «C Æ et comme toute fonctionnelle f qui satisfait 
à la condition lim f,(x) < f (x) < lim f,(x) est dans ce cas iden- 


n- 


tique avec la fonctionnelle fọ, cette dernière, comme la seule li- 
mite transfinie de la suite {fn}, appartient à l’espace /, qui est 
par conséquent fermé. 


Lemme 2. Etant donnés un espace vectoriel et transfiniment 
fermé T de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction- 
nelle linéaire f, nappartenant pas aT, il existe pour chaque nombre 
M satisfaisant à la condition 


(9) MaM =a pour tout fCT 


un élément x, (_ E tel que l'on a 


fo(Xo) = 1, f(X)=0 pourtout fC Tr et EE 


Démonstration. {Mi} où M, = M étant une suite infiniment 
croissante quelconque de nombres, désignons par m le plus grand 
nombre cardinal satisfaisant à la condition suivante: étant donné 
un ensemble quelconque G( E de puissance < m, il existe une 
fonctionnelle linéaire fC 7 telle que 


(10) LISA ef [f)—fole)|<M,-|*| pour tout xCG. 


Le nombre m ainsi défini—remarquons le de suite—ne dé- 
passe pas la puissance de E, car, s'il existait un fC T tel que 
(f(x) —fo(x) |< M, -|x| pour tout x C E, on aurait |f— f| < M, =M, 
contrairement à l'hypothèse (9). 
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Ceci dit, nous allons montrer que m est un nombre fini. 

Supposons, en effet, que m ne soit pas fini et considérons 
un ensemble quelconque GC E de puissance m. Rangeons les 
éléments de G en suite transfinie {Xe} où 1 << ù, en désignant 
par Ÿ le plus petit nombre ordinal de puissance m; évidemment 
+ est un nombre-limite. En conséquence, pour tout nombre or- 
dinal n <è la puissance de l'ensemble des termes de la suite {x:} 
où 1<&<y est<m. Par définition de m il existe donc pour 
tout n <Ÿ une fonctionnelle linéaire f, C T telle que 


(11) [fal LM, et | f(x) — fxe) <M: | Xe 


pour tout E<% 


et, / étant par hypothèse transfiniment fermé, il existe une fon- 
ctionnelle linéaire fC / qui est une limite transfinie de la suite 
{fn} où 1<4< 4%, donc, d’après (11), qui satisfait aux conditions 
JI <M, et |f (GE) — otre) < My |x_| pour 1<&< 4, c. àd. aux 
conditions (10). Ainsi, en supposant m non fini, il existerait 
pour tout ensemble G(_ E de puissance m un f( 7 satisfaisant 
a (10), contrairement a la définition de m. 

Or, m étant fini, il existe un ensemble fini G, C Æ tel qu’au- 
cune fonctionnelle f assujettie aux conditions 


If—fol< Ma et [f()—flx)|<My'|x| pour tout «CG, 


n'appartient à T. 

On en déduit aisément par induction l’existence dans E 
d’une suite {G;} d’ensembles finis tels qu'aucune fonctionnelle 
f qui, pour un certain k, remplit les conditions 


If—fol< Mr et | f(x) — (x) 
n’appartient à /. Par conséquent, si l’on a pour un f: 


(12) |f)—f)|< Mix) pour «CG, et i=1,2,.. 


= Mr|x| pour xC G: et i<k 


? 


la fonctionnelle f n’appartient pas à T. 
Nous pouvons admettre que les éléments des ensembles G; 


où i= 1, 2, … ont les normes égales à il suffit à ce but de 


I; 
Ae” 
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multiplier ces éléments par des nombres convenables. Si l'on 
range ensuite les éléments de ces ensembles en une suite {x}, 
en écrivant d’abord ceux de G,, puis ceux de G, et ainsi de suite 
on obtient 
(13) lim x, = et |x| <1 pour tout n= 1,2,... 
n-yoo 


et si 
(14) |f (%n) — fol%n)| < M, pour tout n=1,2,..., 


la fonctionnelle f n’appartient pas a J. 


Désignons par G, l’ensemble de toutes les suites {f (x:)} 
pour f(_ 7. On a évidemment G, C (c) et {f,(x,)} C (c). En vertu 
de (14), la distance de {f(x:)} à l’ensemble linéaire G, est > M. 
Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires dans l’espace 
(c) (cf. Chap. IV, $ 4, p. 66), il existe donc en vertu du lemme 
(Chap. IV, § 3), p. 57 (en y posant G = G,), une suite de nombres 
{C1} et un nombre C tels que l’on a 


(15) Clim fxn) LY Ca fo(Xn) = 1, 


(16) C lim f (Xn) TA Cn f (Xn) =0 pour tout fC T 
Ha n=1 


et 


; Pa tel 
17 NÉE (Cal eae 
(17) TA | M, 


n 


En posant donc x, =») Cn xn, on obtient finalement de (15)—(17), 
n=l 


en vertu de (13), fax) = 1, f(x) = 0 pour tout fC 7 et 
1 


2 i 
< : <=, © q. f. d. 
Xe | SÈ! Cl |%a| “iM. a Pa 


Le lemme 2 qui vient d’être établi implique le suivant 


Lemme 3. Les notions d'espaces vectoriels de fonctionnelles 
linéaires régulièrement fermés et de ceux trasfiniment fermés sont 
équivalentes. 
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Démonstration. Si un espace vectoriel / de fonctionnelles 
linéaires est transfiniment fermé, il est fermé au sens ordinaire, 
ce qui implique immédiatement en vertu du lemme 2 que J est 
un espace régulièrement fermé. 

Réciproquement, soient / un espace vectoriel régulièrement 
fermé de fonctionnelles linéaires, {f;} une suite arbitraire du 
type Ÿ de fonctionnelles appartenant à / et dont les normes sont 
bornées dans leur ensemble, enfin Jọ une fonctionnelle quelcon- 
que qui est une limite transfinie de la suite {f;}. On a donc 


(18) lim fix) SC) < lim f(x) pour tout xC E. 
Eÿ Er 
Si en conséquence fọ n’appartenait pas à /, il existerait par 
définition de / un élément xC ŒE assujetti aux conditions (1), 
p- 115, d’où, en particulier, fẹ(x) = 0, contrairement à (18). On 
a donc f, C 7, de sorte que / est transfiniment fermé. 


Les lemmes 2 et 3 donnent le 


Théorème 1. Etant donné un espace vectoriel régulièrement 
fermé I de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction- 
nelle linéaire f, n'appartenant pas aT, il existe pour chaque nombre 
M satisfaisant à la condition 


0<M<|f—f,| pour tout fC r 


un élément x, E tel que l'on a 


1 
ED = CMOS OUR foul Fil a [xo] y: 


$ 4 Convergence faible des fonctionnelles linéaires. 


On dit qu’une suite {fn} de fonctionnelles linéaires converge 
faiblement vers la fonctionnelle f, lorsqu'on a 


lim fu (x) = f(x) pour tout xC E. 


La fonctionnelle f porte alors le nom de limite faible de la 


suite {fa}. 
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La fonctionnelle f(x) est done additive et mesurable (B); 
selon le th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, elle est donc linéaire. D’autre 
part, en vertu du th. 5 (Chap. V, § 1), p. 80, la suite des nor- 
mes {|/,|} est bornée. Enfin, on a 

(19) |f| < lim | fr], 
N-poo 
car la convergence faible de la suite {fa} vers f entraîne 
lim | fx(x)| = |f (x)| pour tout x, et comme |/f.(x)| < |f.l:|x| pour 
nes 
n=41% 00 a |f (x) < |) lim 77, d'où Ja formule (19). 


fc 


On en déduit aisément le 
Théorème 2. Pour quune suite {f,(x)} de fonctionnelles li- 
néaires converge faiblement vers la fonctionnelle f (x), il faut et il 
suffit que l’on ait simultanément 
(20) la suite {| fn|} bornée 
et 
(21) lim fn (x) = f(x) pour tout élément x d'un ensemble 
pes 


dense (ou fondamental). 


Théorème 3. Si lespace E est séparable, toute suite de fon- 
ctionnelles linéaires {fn} dont l'ensemble des normes est borné con- 
tient une suite partielle faiblement convergente. 


Démonstration. Il suffit, en effet, d'extraire de la suite {fn} 
une suite partielle, convergente dans un ensemble dense dénom- 
brable, ce qui est facile de faire par le procédé de la diagonale. 


§ 5. Ensembles faiblement fermés de fonctionnelles linéaires 
dans les espaces du type (B) séparables. 


Etant donnés deux ensembles de fonctionnelles linéaires À 
et / ot 4C J, l’ensemble 4 est dit faiblement dense dans T, lors- 
que pour tout fC F il existe dans 4 une suite {fn} qui conver- 
ge faiblement vers f. 
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L'ensemble 7° de fonctionnelles linéaires s’appelle faiblement 
fermé, lorsque l admet comme élément toute fonctionnelle f qui 
est la limite faible d’une suite de fonctionnelles appartenant à T. 


Théorème 4, Si l’espace E est séparable, tout ensemble T de 
fonctionnelles linéaires définies dans E contient un sous-ensemble 
dénombrable À faiblement dense dans T. 


Démonstration. On peut se borner au cas où les normes 
des fonctionnelles de / sont bornées dans leur ensemble, car 
tout ensemble de fonctionnelles est une somme tout au plus 
d’une infinité dénombrable d’ensembles ayant cette propriété. 

Soient {xa} la suite dense dans E et Z, pour n = 1, 2,... 
l’ensemble des points de l’espace #-dimensionnel à coordonnées 


(22) (Xi), f Co), os f (Xn) 
pour tous les fC /. Il existe évidemment pour tout n un en- 
semble dénombrable 4, C_ T tel que les points à coordonnées (22) 
pour fC 4, forment un ensemble dense dans Z L’ensemble 


A => 4, est évidemment dénombrable et il existe pour tout fC T 
n=l 


une suite {fn} satisfaisant aux conditions f,( Ar C 4 et |f,(x) — 
1 

EAE pour tout =1,2,..,, n, donc qui converge faible- 

ment vers f, puisque, les fonctionnelles fa appartenant à A C T, 

l’ensemble de leurs normes est borné par hypothèse. 


Théorème 5. Pour les espaces E du type (B) séparables les 
notions d'ensembles de fonctions linéaires (définies dans E) réguliè- 
rement fermé et faiblement fermé sont équivalentes. 


Démonstration. Soit, d’une part, {fn} une suite de fonction- 
nelles linéaires appartenant à / et qui converge faiblement vers 
une fonctionnelle f,. On a donc 


(23) lim fa(x) = f)(x) pour tout xC E. 


Si /, n’appartenait pas à l’ensemble /, supposé régulièrement 
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fermé, il existerait par définition de cette notion un élément x, C E 


satisfaisant aux conditions 
(24) AG) = 1 et f(%)=0 pour tout FCS. 


Comme f,C T, on aurait par conséquent /,(%))=0 pour tout 
n=1,2,..., d'où, en vertu de (23), fo(x,) = 0, contrairement à (24). 
Il en résulte que f,(_/; l’ensemble / est donc faiblement fermé ’). 
D'autre part, en vertu du lemme 8, p. 121, il suffit de 
montrer que l’ensemble 7, supposé faiblement fermé, est transfi- 
niment fermé. 
Soient {jt} une suite du type Ÿ telle que 


(25) ACT fl EM, QE <a 


et {x;} une suite dense dans E. Il existe, en raison de l'hypothèse, 
pour tout z naturel un y ordinal tel que 
1s ae? 1 Ma 
(26) lim f(x) — — < fe (xi) < lim fe) +— pour 1<i<n. 
= n n. Det a n 
Or, l’espace E étant séparable, on peut en vertu du th. 3, 
p. 123, extraire de la suite {fe} une suite partielle faiblement 
convergente. En désignant par f la limite faible de la suite {fe ts 
on a en vertu de (25) fC J et, en même temps, on conclut de 
(26) que f est une limite transfinie de la suite {fẹ}. 


Les théorèmes 1, p. 122, et 5, qui vient d’être établi, entraînent 
immédiatement le 


Théorème 6. Si l'espace E du type (B) est séparable, alors 
étant donné un ensemble vectoriel faiblement fermé I de fonctionnelles 
linéaires définies dans E et une fonctionnelle linéaire quelconque f, 
wappartenant pas aT, il existe pour chaque nombre M satisfaisant 


à la condition 
0<M<|f—f,\| pour tout fC T 


1) On voit done que la séparabilité de Æ n'intervient pas dans cette 
partie de la démonstration. 
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un élément x, C E tel que Von a 
fo) = 1, f(%) =0 pour tout fC T et |x|< oe 
Le th. 5 entraîne en vertu du lemme 3, p. 121, /’équivalence 
des notions densembles régulièrement, transfiniment et faiblement 
fermés de fonctionnelles linéaires dans les espaces E du type (B) 
séparables. 


Il en résulte, en tenant compte de la remarque, p. 117, le 


Théorème 7. Si l'espace E du type (B) est séparable et F est 
un ensemble de fonctionnelles linéaires définies dans E, non seulement 
vectoriel et faiblement fermé, mais aussi total, alors I contient toutes 
les fonctionnelles linéaires définies dans E (c. à d. I = E). 


$ 6. Conditions pour la convergence faible des fonctionnelles 
linéaires définies dans les espaces (C), (LP), (c) et (i). 


Nous passons à étudier successivement la convergence faible 
des fonctionnelles linéaires dans quelques espaces particuliers du 
type (B) séparables. Tels sont les espaces (C), (L) pour p > 1, 
(c) et (K) pour p > 1 

L'ensemble dense dénombrable constituent: dans (C) et (L) 
les polynômes à coefficients rationnels, dans (c), resp. dans (L), 
les suites de nombres rationnels dont tous les termes à partir 
d'un indice suffisamment élevé restent constants, resp. sont 
égaux a 0. 

Espaces (Lt) où p> 1. Toute fonctionnelle linéaire f(x) 
définie dans (L) étant (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme 


] 
: j 
(27) [xO20 dt où a(tyc uy”) 
0 
la suite des fonctionnelles 


1 


(28) (fal) = | "i x (D a,(t) dt) où (Cr) 


| 
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converge faiblement vers la fonctionnelle (27), lorsqu'on a 
1 1 
(29) lim | x (£) a,(t) dt = | x (£) a (t) dt 
o 0 


pour toute fonction x (t)C (LM). 


Or, on peut montrer aisément que pour la convergence faible 
de la suite (28) vers la fonctionnelle (27), il faut et il suffit que 
Von ait simultanément: 


1 
a p 
(30) la suite ! | Dola arl bornée 


et 


i 


(31) lim [ ant) dt = | a (t) dé pour 0<u—1). 
‘ : 


La démonstration résulte du th. 2, p. 123, étant donné que 
1 


P 
W 


0 


p—1 


lon a ||fail = r , que, en outre, les fonctions x,(t) 


définies pour 0 < u < 1 par les conditions 


{ 1 pour 0<t<u 
Kul) A E 


il 


forment un ensemble total dans (L‘”)) et enfin que | xut) ant) dt = 
0 


= f a(t) dt pour tout 2 = 1, 2, … 
0 


Espace (L). Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans 


(L) étant de la forme 
1 


(32) f= |s Oa dt où a) CM 


0 


(cf. Chap. IV, § 4, p. 65), la suite des fonctionnelles 


1) Ces conditions ont été données par F. Riesz, l. c, Math. Ann. 69 
(1910), p. 449—497. 
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il 
(33) {f(x} = l | se) att où af D 


converge faiblement vers la fonctionnelle (32), lorsqu'on a 


(34) lim | x (t) an) dt =| x (t)a (tdt pour tout x(t) C (L). 


0 0 


On montre comme dans le cas qui précéde que pour la con- 
vergence faible de la suite de fonctionnelles linéaires (33) vers la 
fonctionnelle (32), il faut et il suffit @avoir simultanément: 

(35) les fonctions de la suite {a,(t)} bornées dans leur ensemble, en 
dehors tout au plus d'un ensemble de valeurs de t de mesure lebes- 
guienne nulle, 


(36) lim f an(t) dt =f a(t)dt pour 0<u <1). 
n pi è 
Remarque. Les conditions (80) et (31) sont évidemment 


nécessaires et suffisantes pour que l'on ait la propriété (29). 
Il en est de même des conditions (35) et (36) pour la propriété (34). 


Espaces ({?)) où p>1. Toute fonctionnelle linéaire f(x) 
définie dans ({7)) étant de la forme 


= (4) 
Sry ee Le") pour p>1 
37) f (x) = Vae: où x= {8} CU) et fay cl ( 
(37) f (x) ear {Ei} C (Et?) QC) DD pros 
(cf. Chap. IV, § 4, p. 67—68), la suite des fonctionnelles 
pP 
f a), pour p>1 


ah. ; D an aE 
D HO Ras DT OU Le 


converge faiblement vers la fonctionnelle (87), lorsqu'on a 


(89) lim ; in i = Se, &, pour tout x = $é) (KM), 
ge 


noo 


1) Ces conditions ont été trouvées par M. W Lebesgue. 
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Pour que la suite des fonctionnelles linéaires (88) converge 
faiblement vers la fonctionnelle (87), il faut et il suffit que Con ait 
simultanément 


= A 
| BHS pl ' pour p>1 

(40) la suite: | tr | bornée, 
| (borne sup |%n|} pour p=1 


(41) lim am = 4; pour i=1,2,. 


La démonstration résulte du th. 2, § 4, p. 123, en s’appu- 
yant sur le fait que les éléments 


| 1 pour i=j 


TRE S l o pour iÆj 


forment une suite totale dans ({®)) et que l’on a en outre 
F(X) = &jn pour tous j et n naturels; on tiendra compte enfin de 
la représentation de la norme des fonctionnelles linéaires dans 
les espaces (/)), donnée p. 68. 


Remarque. Les conditions (40) et (41) sont en même temps 
nécessaires et suffisantes pour (89). 


Espace (c). Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires 
définies dans (c) 
(42) f(x) = Alimi Sat où x= CO et CD 
re i=1 


(cf. Chap. IV, § 4, p. 66), la suite des fonctionnelles linéaires 


(48) (AG) = Lan tim & + Vu 8h où {au} CO pour 2=1, 2, 


i=l 


converge faiblement vers la fonctionnelle (42), lorsque 


(44) lim| An lim &;+ \"ain€:|=A lim b+ Sabi pour tout x={;} C (e). 
Ne ico — iyo : 


i=1 (=i 


On montre facilement que pour la convergence faible de la suite 
(43) vers la fonctionnelle (42), il faut et il suffit d’avoir simultanément 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 9 
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(45) la suite [> min j \ bornée , 


(46) lim A,=A et lima, = 4 pour tout i= 1, 2, ... 
§ 7. Compacticité faible densembles bornés dans certains es- 
paces. 


Les résultats qui précédent permettent de déduire en vertu 
du th. 3, p. 123, les théorémes suivants. 


Pour (LP) où p>1. Toute suite de fonctions {an(t)}, où 
a(t) (L®), assujettie à la condition 


1 
|an(t) P dt < M, 


0 


où M est un nombre indépendant de n, contient une suite partielle 
{an (t); telle que Pon a pour une fonction «,(t) C (LP): 


lim | an (t) x (t) dt = font Wel 0 oo OE 


1 
En effet, les expressions | a(t) x (t) dt pour tout n= 1, 2, … 
0 


peuvent étre regardées comme des fonctionnelles linéaires définies 


uP 
dans (Z pi), L’ensemble de leurs normes étant borné et l’espace 


a) étant séparable, on peut d’après le th. 3, p. 123, extraire 
de la suite {a,(¢)} une suite faiblement convergente; on n’a en- 
suite qu’à appliquer l’énoncé établi pour les espaces (LP) au § 6, 
p. 127. 

Pour (M). Toute suite de fonctions {a,(t)} où on(t) © (M) 


1) Ce théorème est dû à M. F. Reisz, 1. c., p. 466—467. 
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dont les normes sont bornées dans leur ensemble contient une suite 
partielle {a,(t)} telle que l'on a pour une fonction a(t) C (MY: 
1 À 
lim | a(t) x (t) dt = | a(£) x (#) dt pour tout x(t)C (L). 


Ico, 


0 
La démonstration est analogue à la précédente. 
Pour (LP) où p> 1 et (m) on a des théorèmes analogues. 


$ 8. Fonctionnelles linéaires faiblement continues définies dans 
les espaces des fonctionnelles linéaires. 


F(f) où fC E désignant une fonctionnelle définie dans 
l'ensemble E de toutes les fonctionnelles linéaires (définies dans 
E supposé un espace du type (B)), nous appelons la fonctionnelle 
F (f) faiblement continue, lorsqu'on a lim F (fx) = F (f) pour toute 


suite {f,} de fonctionnelles linéaires faiblement convergente vers /. 


Théorème 8. Si lespace E du type (B) est séparable et la 
fonctionnelle linéaire F (f) définie pour f C E est faiblement conti- 
nue, il existe un élément x, C E tel que l'on a 


(47) F(f})=f(x) pour tout fCE. 


Démonstration. I désignant l’ensemble de toutes les fon- 
ctionnelles fC E qui remplissent l'équation F (f) = 0, la continu- 
ité faible de F a pour conséquence facile que / est un ensemble 
faiblement fermé. On peut évidemment admettre que / + Ë. Soit 
donc f une fonctionnelle linéaire remplissant l’équation 


(48) UE 


Il en résulte en vertu du th. 6, p. 125, l'existence d’un x, C E 
tel que l’on a 


(49) fo(Xo) = 1 et f(X)=0 pour tout FCT. 


Or, l'identité 


(50) f=f-F(f)+¢9 pour tout fCE, où g=f—f"F(f), 
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donne, selon (481, F(g) = 0, d’où oC F et par conséquent, d’ap- 
rès (49), @ (xo) = 0, ce qui entraîne en vertu de (50) la propriété 
(47), q. f. d. 


Remarque. Si l'espace E n’est pas séparable, le th. 8 reste 
vrai, pourvu que la fonctionnelle F (f) soit linéaire et Pensem- 
ble désigné par 7 soit rézulièrement fermé (ce qui permet de 
faire appel dans le raisonnement au th. 1, p. 122, au lieu du th. 6, 
p. 125). 


CHAPITRE IX. 


Suites faiblement convergentes d’éléments. 


§ 1. Définition. Conditions pour la convergence faible des 
suites d'éléments. 


Une suite {x,} d'éléments de E s'appelle faiblement convergente 
vers l'élément x C E, lorsqu'on a 
lim f (xn) = f(x) pour tout fC Ë, 
h- oo 


c. à d. pour toute fonctionnelle linéaire f définie dans l’espace 
' donné E. 


Théorème 1. Pour que la suite {x,} converge faiblement vers 
x, il faut et il suffit d'avoir simultanément 


(1) La suite {| x,|} bornée 
et 
(2) limyw(x:)=#p(x) pour tout C A où A est un ensemble 


dense dans E. 


Démonstration. La nécessité de (1) résulte du th. 6 (Ch. 
V, § 1), p. 80, et celle de (2) est évidente. 

Pour en démontrer la suffisance, considérons une fonction- 
nelle quelconque fC E. En vertu de (2), il existe alors pour 


€ 
tout nombre £ > 0 une fonctionnelle ¢ C À telle que |g—f| < M 


où M désigne la borne supérieure des nombres |x,| et |x|, qui 
existe d’après (1). Par conséquent |f (x — x:)| <|9 (x —x,)| + 
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e 
toM 


est arbitraire, on en conclut que lim f (x:) = f (x), c. à d. que la 
= 


‘|x — x, | Llp(x—x:)| +8 comme lim ọ (x)= ¢(x) et = 
ns 


suite {x,} converge faiblement vers x. 


Remarque. Il suffit d’ailleurs d'admettre de 4 que les com- 
binaisons linéaires formées de fonctionnelles appartenant à l’en- 
semble 4 constituent un ensemble dense dans Ë. 


Théorème 2. Si la suite {x,} converge faiblement vers x, il 
existe une suite {g,\ de combinaisons linéaires d'éléments de {x,\ 
telle que lim gn = x. 

La démonstration résulte du th. 6 (Chap. IV, $ 3), p. 58, 
et de la définition de la convergence faible des suites d'éléments. 


§ 2. Convergence faible des suites d'éléments dans les espaces 
(C), (LP), (c) et (1). 

Envisageons à présent la convergence faible des suites d’élé- 
ments dans les espaces particuliers les plus importants. 


Espace (C). Etant donnée la forme générale des fonction- 
nelles linéaires définies dans (C) (voir p. 61), pour qwune suite 
de fonctions continues {x,(t)} converge faiblement vers la fonction 
continue x (t), il faut et il suffit que l’on ait 

1 J 
(3) lim [xn de = |x © de 
a 0 0 
pour toute fonction g(t) à variation bornée. 

Il en résulte que pour la convergence faible d'une suite de 
fonctions {x,(t)\ où x,(t) (© (C) vers la fonction x (t) C (C), il faut 
et il suffit d'avoir simultanément ` 


(4) les fonctions x,(t) où nm=1,2,... bornées dans leur en- 
semble, 


(5) lim x,(¢) = x (t) pour tout t C [0,1]. 
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En effet, la nécessité de (4) résulte du th. 1, p. 133, et 
celle de (5) est une conséquence du fait que, fọ désignant un 
point arbitraire de [0,1], la fonctionnelle f (x) = x (£,) est linéaire, 
d’où lim f (xn) = f (x) et par conséquent lim Xn(to) = X (Ly). 


La suffisance consiste en ce que les conditions (4) et 
(5) entraînent légalité (3) pour toute fonction g(¢) à variation 
bornée (cf. Introduction, § 5, p. 7). 


Ceci établi, on obtient du th. 2, p. 134,le théoréme suivant: 

Si une suite de fonctions continues {x,(t)} où O < t <1 est 
bornée et converge partout vers une fonction continue x (t), il existe 
une suite de polynômes formés de termes de la suite {x,(t)} et qui 
converge vers x(t) uniformément. 

C’est une propriété remarquable de l’espace des fonctions 
continues et qui est en défaut p. ex. déja pour les fonctions de 
la première classe de Baire. 


Espaces (L™) où p > 1. La suite {x,(t)} où xp(t) C (LE) con- 
verge faiblement vers x (t) C (LP), lorsqu'on a 
1 l 
lim | x,(¢) a (t) dt = | x (t) a (t) dt 


fc 
0 


pour toute fonction a (t) C (Lo, 

Il en résulte en vertu de la remarque, p. 128, le théorème 
suivant: 

Pour la convergence faible d'une suite de fonctions {x,(t)} où 
X(t) C (LP) vers la fonction x (t) C (L®), il faut et il suffit d’avoir 
a la fois 1 | 

(6) la suite | 1 | x(t) |P E bornée 
et : ù 


u4 


(7) Lim | xa) dt = [+ (t) dt pour 0<u<1%). 
nco 


0 0 


1) Ce théorème a été démontré par M. F. Riesz, l. c., Math. Ann. 69 
(1910), p. 465—466. 
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Espace (L). La suite {x,(t)} converge faiblement vers x(t) 
où Xn C (L), % C (L) et O LÉ <1, lorsqu'on a 
1 1 
(8) lim | x(t) a (t) dt = | x(t) a (6) dt 
pete J 
pour toute fonction bornée a (t). 
Il en résulte le théoréme suivant: 


Pour la convergence faible de la suite de fonctions {x,(t)\ 
appartenant à (L) vers la fonction x(t) C, (L), il faut et il suffit 
que les conditions suivantes soient remplies simultanément: 


1 
(9) La suite | Í | x) | «| est bornée, 
(10) il existe pour tout nombre e > 0 un nombre >Q tel que 
l'on ait 
| | x(t) dt|<e où n=1,2,... 


H 


pour tout ensemble H de mesure < n de valeurs de tt), 
(11) lim | aa dt = | x(t) dt pour 0 <u <1. 
Ur di) 
0 0 


1 
En effet, (8) équivaut à légalité lim | [x,(t) — x,(t)] a (£) dt =0 
n Pests 


pour a (t) C (M); le théorème en question s’en déduit facilement 


à l’aide du théorème de Lebesgue énoncé p. 7 (voir Intro- 
duction, $ 6). 


Espace (c). Pour qu'une suite {Xn} où Xn = {&"} C (c) converge 
faiblement vers l'élément x = {&i\ C (c), il faut et il suffit d'avoir 
à la fois: 

(12) la suite {|x,|} bornée, 


1) Cette condition (10) implique d’ailleurs la condition (9). 
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(13) lim &?=& ef lim (lim é*) = lim Bic 
N->so non iso 
La démonstration est immédiate, étant donné que toute fon- 
ctionnelle linéaire dans (c) est de la forme f(x) = C lim 6; + 
lc 


+ Cb où x = {é} et [fl =|CI+Z|C] (voir p. 66) et en te- 
fl =l 


nant compte du fait que, si l’on pose 


| & pour i>l, 


les combinaisons linéaires formées de termes de la suite {f{x)} 
où i= 0, 1, 2, … constituent un ensemble dense dans celui de tou- 
tes les fonctionnelles linéaires définies dans (c). 


Espaces ({®)) où p>1. Pour qu'une suite {Xn} où x, = {i} C (lM) 
converge faiblement vers x = {&;\ C UP), il faut et il suffit que l'on 
ail simultanément 


(14) la suite des nombres | Yem Pt bornée 
la 


et 
(15) lime? =é; pour tout (i 1) 2... 


noo 


La démonstration résulte de la remarque, p. 129. 


Espace (l). Pour qu'une suite {Xp} où x, = {8} C (D) conver- 
ge faiblement vers x = {&;\C (I), il faut et il suffit que Von ait 


eo 


lim | x, — x| =0, c’est à dire, lim Š 


Noo Noo [= =i 
En conséquence: 
Dans Vespace (l) la convergence faible est équivalente à la 


sm —& |= 0. 


convergence suivant la norme. 


Démonstration. Admettons que {x,} converge faiblement vers 
x. En posant {9 = & — &, la suite {yn} où yn = {n{")} converge 
donc faiblement vers © avec # —co. On a par conséquent pour 
toute suite bornée de nombres {c;} 
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(16) lim Xe He = 0. 


Soit 
LR 1 pour j=i 
Le "| 0 pour ji, 
oul 
(17) lim %{9 =0 pour tout j =1, 2,... 
Noo 


Il s’agit de montrer que l’on a 


(18) lim > 7? | = lim | yn |= 


fes 


Supposons par contre que 


(19) lim Si oes 10. 


ns 


Définissons par induction deux suites croissantes de nom- 


bres naturels {#:} et {r} comme il suit: 


1° a est le plus petit # tel que X | 7”) | > e, 
il 


lf € a € 
2 r, est le plus petit 7 tel que X | n9 |>5 et X In] <p? 
i=l = feared 


3° n, est le plus petit nombre naturel dépassant #:_, et tel 


F4 
que X ife | > et Sie < 3 


4° rg est le plus petit nombre naturel dépassant r;_1 et tel 


que Sin | >3 et S| |<z 
i=rp—y t! beat pt 


Les suites {z} et {rę} ainsi définies existent en vertu de 
(17) et (19). Or, soit maintenant 
= sign n”) pour 1<i<r; 


(20) 
|. sign nfr+) pour re <i< fry. 


On a donce |c;| =1 pour tout ¿= 1, 2, ..., dou selon (16) 
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(21) lim Ne in) — 0. 


hoot 


Th Tht 


=| | Oe 
i= 


ir 1+1 


I< 
Mais, d’aprés (20), on a) Dy ci nf) 
el 


A. 5 A PATEE 0 onl eee pale Pare Le, 
zA k)|, d'où, en vertu de 3° et 4°, S crn’! >a T0 
pour tout k = 1, 2,.., ce qui est incompatible avec (21). Ona 


donc légalité (18), c. q, f. d. 


$ 3. Relation entre la convergence faible et forte dans les 
espaces (L®)) et (IP) pour p> 1. 


Au sujet de la relation entre la convergence faible d’élé- 
ments et celle selon la norme on peut énoncer pour les espaces 
(L™) et (K) ot p> 1 les théorèmes plus généraux suivants: 

Si la suite {x,(t)}, où xn(t) C (L®) et p> 1, converge faible- 
ment vers x(t) C (LY) et si en outre 


lim { | xn(t)|? dt = [|x (£) |” dt, 


0 ü 


alors la suite {x,(t)} converge vers x(t) selon la norme, c. à d. 


que l'on a 
1 


lim | | a(t) — x () |? dt = 0%). 


0 


Nous allons démontrer le théorème analogue pour les es- 
paces ({)) où p>1 (le cas p =1 étant envisagé au § 2, qui 
précède). 


1) Ce théorème a été démontré pour la première fois par M. Radon 
(Sitzungsberichte der Akad. für Wissensch. in Wien, 122 (1913), Abt. Il-a, p 
1295—1438). Cf. aussi F. Riesz, Acta Litt. Ac. Scient. Szeged, 4 (1929), p. 58—64 
et 182—185. 
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Si la suite {Xn}, où Xn = {609} C (lL) et p > 1, converge fai- 
blement vers x = {&;\ C (1P) et si lon a 


lim | xn} = |x|, 
> 
alors 
(22) lim | xa — x| = 0. 
n-ca 


Démonstration. On a d’après (15), p. 137, 
(23) lim &(™ = à, 


nc 
et 


P = 
(24) V Sieur <p Sip — ur 4/5 Sg p 


où N est un nombre naturel arbitraire. Or, 


|S ur Scrap S Siar 


i=N = 


d’où par l'hypothèse et d’après (23) et (24) 


Vi > 
Jin | af z Í = | aff S18 de » >| i i 


Comme lim »}|&;/? = 0 et N est arbitraire, on en tire léga- 
N-300 i= N 


lité (22), q. f. d. 


§ 4. Espaces faiblement complets. 


Etant donné dans un espace E du type (B) une suite d’élé- 
ments {Xn} telle que lim f(x.) existe pour toute fonctionnelle li- 
nc 


néaire f (x) définie dans Æ, il peut n’exister aucun élément x, C E 

vers lequel la suite {x,} soit faiblement convergente, c. à d. tel 

que l’on ait lim f(x,) = f (x) pour toutes les fonctionnelles liné- 
fes 


aires fC E à la fois. 
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En voici un exemple dans l’espace (C). Soit {x,(f)} où 
0<t¢<1 une suite de fonctions continues, bornées dans leur 
ensemble et convergeant partout vers une fonction z (ć) qui 

1 
west pas continue. La limite lim / x,(t)dg existe alors pour 
noo 
0 
toute fonction g (ć) à variation bornée (cf. Introduction, § 5, 
p. 7), mais la suite {x.(f)} ne converge faiblement vers aucune 
fonction continue. 
Cependant on a le théoréme: 
Dans les espaces (L®)) et (LP) où p > 1 l'existence de lim f (Xn) 
npe 
pour une suite {Xn}, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f, en- 
traîne la convergence faible de la suite {x,} vers un élément x. 


1 
Démonstration pour (L). Si lim i Xn(t) a (t) dt, où x,(f) C (L), 
noo 
0 


existe pour toute fonction « (é) (_ (M), on a évidemment 


1 
lim | be —x,(t)] 0 (t) dt =0 pour tout a(t) C (M). 
ooy 
Nous allons montrer qu’il existe pour tout s > 0 un n>0 
et un N naturel tels que l’on a 


(25) Í 
H 


pour tout n > N et pour tout ensemble H de mesure < n. 

En effet, il existerait dans le cas contraire deux suites in- 
finiment croissantes de nombres naturels {p+} et {nı} et une sui- 
te d’ensembles {H,} de mesure- tendant vers O telles que 

1 
VEZAO — Xn, (t)| dt >e, d'où lim / Lx, (6) — xn,(t) | a (£) dt = 0 
ke 
Alp 0 
pour tout a(t) C (M), contrairement au th. de Lebesgue (voir 
Introduction, § 6, p. 7). 
Ceci établi, on a done en particulier, si 7 est suffisamment 


XN(É) — x,(t) | dt <e 


petit, 1 Xn(t) | dt < l -e pour tout n = 1, 2, ..., d’où selon (25), 
H 
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3 
(26) f Xn(t)| dt <9 e pour tout n=1,2,..., 
H 


pourvu que la mesure de H soit < 1. 


Posons 
$ 


(27) lim | x(u) du = B (t). 
no, 
0 
Nous allons montrer que la fonction 8 (£) est absolument 
continue. 
En effet, pour tout € > O il existe d’après (26) un % > 0 tel 


que l’on a | | Xn(t)| dt < € pour n = 1, 2,.., et pour tout ensemble 
H 


H de mesure < %. En particulier, si H se compose d’un nombre 


fini de segments à extrémités ¢; et ¢;/ n’empiétant pas l’un sur 
tj 


Pautre, on a donc lim | x,(£) dt = lim 3] xn(t) dt = X [8 (ti) — 8 (th, 


Ss) H 


d’où E [8 (£7) — B (é)]| < £. ce qui e la continuité absolue 


de la fonction 6 (£). 

Ceci étant, on wa quà poser 6/(t) = x(t) pour conclure de 
(27) et des conditions pour la convergence faible, établies p. 128, 
que la suite {x,(¢)} converge faiblement vers x,(ć). 


Démonstration pour (L®) où p>1. Admettons que 
1 


lim y Xn(Ë) y (£) dt, où x(t) C (L®) quel que soit n =1, 2,..., existe 
noo 
0 


p 1 
pour tout y (H) C =), Les fonctionnelles f,(y) = | Xn(t) y (t) dt 
0 
(4) 


sont évidemment linéaires dans (L?-1”) et comme, par hypothèse, 
lim | Ful ¥) existe pour tout y (4) C os },, la fonctionnelle f(y) = 


= na ze, est, selon le th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, également linéaire 


dans a p- pol },. elle est donc (cf. ne IV, § 4, p. 64) de la forme 
f(y)= l x(t) y O) dt où y C (E) et x, C (LO). 


$ 5. Un théorème sur la convergence faible d'éléments. 143 


ll en résulte que 
1 1 


lim | x,(Z) y(t) dt = { OYO dt pour tout yC (Le), 
-yoo ~ 
0 0 


c. à d. que {xn} converge faiblement vers x), c. q. f. d. 


Démonstration pour (l) est analogue à celle du théorème éta- 
bli au § 2, p. 137—139, et consiste à établir la convergence suivant 
la norme de la suite {x,} vers un élément x. 


Démonstration pour (lP) où p> 1 est analogue à celle pour 
(L). 


§ 5. Un théorème sur la convergence faible d'éléments. 


Nous allons terminer ce chapitre par le théorème général 
suivant. 


Théorème 3. Etant donnée une opération linéaire y = U (x) 
définie dans un espace E du type (B) et dont le contredomaine est 
situé dans un espace E,, également du type (B), si une suite {xn} 
converge faiblement vers x, dans E, la suite {U(x,)} converge 
faiblement vers U(x,) dans E. 


Démonstration. Y étant une fonctionnelle linéaire quelconque 
définie dans F,, la fonctionnelle Y[U(«)] = X (x), définie dans E 
y est évidemment additive et continue, car on a | X(x) =| Y[U(x)]| < 
<IYHUWILIYHUL Ix] 

La convergence faible de {x,} vers x, implique donc que 
lim Y [U (x,)] = lim Xn) AC) FO e a d gue tee) 
ne re 


converge faiblement vers U (x), ¢. q. f. d. 


Remarque. Dans l'hypothèse supplémentaire que l'opération 
y = U(x) est totalement continue, la convergence faible de {xn} 
vers x, entraîne la convergence de {U(x,)} vers U(x,) selon la 
norme, ©. à d. l'égalité 


lim | U (xn) — U (x)| = 0. 


Nos 
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En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un € >Q et une 
suite partielle {x,,} telle que 


(28) MARS) Eee or = 1,25 


la suite {U (x,,)} convergeant en même temps suivant la norme 
vers un y’(_ Æ. Or, la convergence faible de {x,,} vers x, entraînant 
d'autre part, en vertu du th. 3 qui précède, celle de {U(x,,)} vers 
U(x»), on aurait y' = U(x), ce qui est impossible selon (28). 


CHAPITRE X. 


Equations fonctionnelles linéaires. 


§ 1. Relations entre les opérations linéaires et les opérations 
conjuguées avec elles t). 

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des équations de 
la forme y = U (x) où U est une opération linéaire ayant pour le 
domaine des x un espace E du type (B) et pour le contredomaine 
un espace £, situé dans une espace Æ" également du type (B). 

Les fonctionnelles définies dans E seront désignées par X et 
celles définies dans £' par Y. 

Si la transformation de Æ en £, déterminée par l’opération 
linéaire y = U (x) est biunivoque, l'opération inverse x = U-1(y) 
est évidemment additive. Il est facile de voir que pour lexis- 
tence de lopération inverse, il faut et il suffit que 


U(x)=0 entraîne x=9. 


Si l'opération inverse est continue, il existe un M> 0 tel 
que læ] < Mill. 

Réciproquement, s’il existe un nombre m > 0 tel que m-|| x || < 
< || U (x)||, il existe l’opération inverse continue. 

Si l'opération inverse est continue, le contredomaine E, est 
fermé. 


En effet, en posant lim yn =y, où Yn = U (xn), on a 


1) Les théorèmes du § 1 de ce chapitre se trouvent dans la note de 
S. Banach, I. c., Stud. Math. I (1929), p. 234—238. 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 10 
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lim || xX» —x,l| < M-lim | Yp —y;|| =0, d'où, en posant lim x,=x, 
pro, ge fe, q>ca noo 


on tire U (x)= y. 

Si la fonctionnelle Y, est une limite transfinie de la suite 
{Y} du type Ÿ, la fonctionnelle conjuguée X, = U (Y,) est une 
limite transfinie de la suite {Xe} = {U (Y;)} du type à. 

En effet, on a pour tout x les égalités X; (x) = Yg [U (x)] où 
E he 


Lemme. L'opération associée X U(Y) admettant l’opéra- 
tion inverse continue et lT, désignant un ensemble quelconque des Y 
vectoriel et régulièrement fermé, l'ensemble correspondant I'= U (T) 
est aussi régulièrement fermé. 


Démonstration. Il existe par hypothèse un nombre M0 tel 
que l'on a || U(Y)|| > M: Y|| pour tout Y. Par conséquent, si 
XCUG) et | Xl <C pour tout 1 <<, où X; = U (Yẹ, 


on aura aussi YC 7 et || | < ii C pour tout 1< $<, L'en- 


semble /, étant par hypothèse régulièrement fermé, il existe en 
vertu du lem. 3 (Chap. VIII, § 3), p. 121, une limite transfinie Yọ C 7; 
de la suite {Y;}. Evidemment la fonctionnelle X, = U(Y,) appartient 
donc à U(/,) et elle est une limite transfinie de la suite {X¢}. 
Ainsi l’ensemble 7 = U(/,) est transfiniment fermé, donc, en vertu 
du même lemme, régulièrement fermé, c. q. f. d. 


Théorème 1. Si l'opération associée X = U(Y) admet lopé- 
ration inverse continue, l'équation y= U(x) admet une solution 
pour tout y. 


Démonstration. Etant donné un y, C E' quelconque, désignons 
par /, l’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires Y telles 
que Y(»,) = 0 et par / celui de toutes les fonctionnelles X= U(Y) 
ot YC T- 

L’ensemble /, est régulièrement fermé; il en résulte en vertu 
du lemme qui précède que l’ensemble / est aussi régulièrement 
fermé. D'autre part, Y, étant une fonctionnelle linéaire telle que 
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Yy) = 1, la fonctionnelle X, = U (Y,) n'appartient pas à T. 
Il existe donc en vertu du th. 1 (Chap. VIII, $ 3), p. 122, un 
élément x, C E tel que l’on a 


(1) X(X)=1 et X(x,)=0 pour tout X CT, 


En posant 
(2) Yı = U (xo), 
on a Yy) = X(x) et Y (y1) = X (x), d’où en raison de (1) 


(3) Y(y)=1 et Y(y)=0 pour tout YCT,. 


Or, quelle que soit la fonctionnelle linéaire Y, la fonctionnelle 
Y= Y— [Y (y) Yo appartient évidemment à 7, puisque Y (y,) = 
= Y (y) — [Y ()l: Yy) =0. On a par conséquent, selon (3) 
YO) = Yon) — Yy) O) = YOu — Yy) = 0, done Y(y, — y) = 0 
pour tout Y. Il en résulte légalité y, — y, = 0, donc, d’après (2), 
la solution y, = U(X,) pour l’élément y, C £’, qui a été arbitraire- 
ment donné d’avance, €. q. f. d. 


Réciproquement, on a le 

Théorème 2. Si l'équation X = U(Y) admet une solution pour 
tout X, alors 

1° l'opération y= U(x) admet Vopération inverse continue, 

2° le contredomaine de U(x) est l'ensemble des y qui satisfont 
a la condition 


(4) Y(y)=0, si U(Y)=0. 

Démonstration. 1°. Si l'opération y = U (x) n’admettait pas 
d'opération inverse continue, il existerait une suite {x,} d'éléments 
de E tels que 

(5) lim || Xn || = œœ 
noo 
et lim || ya|| = 0 où Yn = U (xn). 
Le gras] 


Or, l'équation X = U (Y) admettant par hypothèse une solution, 
quel que soit X, on a lim Æ(x:) = lim Y(y,z)=0 pour toute fonction- 
loos 


ns 
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nelle X définie dans E, ce qui implique en vertu du th. 6 (Chap. 
V, § 1), p. 80, que la suite des normes {|x.|} est bornée, 


contrairement à (5). 
2°, Admettons que pour un élément y, C E' 


(6) U(Y)=0 entraîne Y (y) = 0. 


Le contredomaine E, de l'opération U(x) étant fermé en ver- 
tu de 1° (ef. ce Chapitre § 1, p. 145), si yo n’appartenait pas à E, 
il existerait (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) une fonctionnelle Y, 
telle que 
(7) Yo( Hoy = 1 


et Y,(y) =0 pour tout y C E. En posant X, = U (Y,), on aurait 
done X (x) = Yo(y) = 0 où y= U(x) C E, d'où U(Y,) = 0, ce qui 
entraîne, d’après (6), ,(y,) = 0, contrairement à (7). Par conséquent 


YC Er ma 
Réciproquement, si U(Y)= X=0, on a pour tout y C E, 


l'égalité Y (y) = X (x) =0, c. q. f. d. 


En remplaçant dans les théorèmes 1 et 2 qui précèdent x, y, 
X, Y, U et U respectivement par Y, X, y, x, U et U et en appliquant 
dans le raisonnement les théorèmes sur les fonctionnelles là où 
on a fait appel aux théorèmes concernant les éléments, on obtient 


les deux théorèmes suivants. 


Théorème 3. Si l'opération y = U (x) admet l'opération in- 
verse continue, l'équation X=U(Y) admet une solution pour toute 
fonctionnelle linéaire X définie dans E. 


Théorème 4. Si l'équation y = U(x) admet une solution pour 


tout y, alors 
1° l'opération X = U(Y) admet l'opération inverse continue, 
20 son contredomaine est l'ensemble des X remplissant pour 


tout xC E la condition: 
(8) X(x)=0, si U(x)=0. 
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Les théorèmes 1 — 4 donnent lieu facilement aux théorèmes 
suivants. 

Théorème 5. Si l'équation y=U(x) admet pour tout y 
exactement une solution, l'équation X = U (Y) en admet aussi exacte- 
ment une pour tout X et réciproquement. 

Théorème 6. Si les opérations y= U(x) et X=U(Y) admet- 
tent les opérations inverses continues, il existe pour tout y el pour 
tout X exactement un x et un Y tels que lon a y= U (x) et X=U(Y). 

Théorème 7. Si les opérations y = U(x) et X=U(Y) admet-. 
tent une solution pour tout y et pour tout X, elle est unique. 

Nous allons démontrer en outre les trois théorèmes qui suivent. 

Théorème 8. Si le contredomaine d'une opération linéaire 
U(x) est fermé, celui de l'opération associée U (Y) est l’ensemble 
des X qui remplissent la condition (8): X (x) = 0, si U (x) = 0. 

Démonstration. L'ensemble dérivé E,' du contredomaine FE, E’ 
de opération U(x) constitue (comme ensemble linéaire et fermé) 
un espace du type (B). 

Or, en désignant par Z une fonctionnelle linéaire quelconque 
définie dans E,' et par U,(Z) la fonctionnelle linéaire X satisfaisant 
a lPéquation 

Z[U(x)] =X (x) pour tout x Ce, 


on vérifie aisément que les contredomaines des opérations (ECA) 
et U(Y) sont identiques. En effet, pour toute fonctionnelle Y 
définie dans E' et assujettie à la condition 


(9) Z(y)=Y(y) pour tout yC Ey’, 
on a Z [U (x)] = Y[U (x)] pour tout x C E, d’où 
(10) U,(Z) = U(Y) 


et, par définition de Z, il existe en vertu du th. 2 (Chap. IV, § 2), 
p. 55, une fonctionnelle linéaire Y définie dans £' et satisfaisant 
à la condition (9), done à (10). La condition (8) en résulte en 
vertu du th. 4, 2°, p. 148, en remplaçant £’ par E. 
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Théorème 9. Si le contredomaine de l'opération linéaire U(Y) 
est fermé, celui de l'opération U(x) est l'ensemble de tous les y qui 
remplissent la condition (4): Y (y) = 0, si U (Y) = 0. 

Démonstration. Les fonctionnelles Z et U,(Z) étant définie 
comme dans la démonstration du th. 8, qui précède, remarquons 
que U,(Z}= 0 entraîne Z(y)=0 pour tout y C E;'; on a donc Z =. 

Or, les ensembles des Z et des X étant des espaces du type 
(B), l'opération X= U,(Z) admet en vertu du th. 5 (Chap. II, § 3) 
p. 41, Popération inverse continue. Il en résulte en vertu du th. 1, 
p. 146, que l'équation y= U(x) possède une solution pour tout 
Y(CE;. Le contredomaine E = £,' de l’opération y = U (x) est 
donc fermé. 

La condition (4) étant évidemment remplie, lorsque y C &,, 
il ne reste donc qu’à établir la réciproque, c. à d. démontrer 
que tout y, C E' qui satisfait à (4) appartient à E. 

En effet, E étant un ensemble linéaire et fermé, il existerait 
dans le cas contraire (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) une 
fonctionnelle linéaire Y, telle que Y,(y)=1 et (y) =0 pour 
tout yC £,. En posant donc X, = U(Y,), on aurait X,(x) = Y,(y) = 0 
pour xC E, doù X, —0, et par conséquent U(Y,) = 0, contraire- 
ment à la condition (4) supposée pour y. 


Théorème 10. Si le contredomaine E, de lopération linéaire 
y = U(x) est fermé, il existe un nombre m > Q tel qu'à tout yC E, 
on peut faire correspondre un x (_ E satisfaisant aux conditions 
<m|y|. 

Démonstration. Nous avons établi au cours de la démon- 
stration du th, 3 (Chap. III, § 3), p. 38, la proposition (1), qui, 
dans les hypothèses du théorème à démontrer, exprime l'existence 
pour tout e=>0 d’un 0 tel que, étant donné un y arbitraire 
assujetti à inégalité | y| <7, on peut lui faire correspondre un 


y= Ua a 


x satisfaisant aux conditions y = U (x) et |x| <a. 
On en déduit facilement l'existence pour tout y d’un x satis- 


. ` < r LA E 
faisant à la thèse du théorème avec m =z 
i 
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§ 2. La théorie de Riesz des équations linéaires totalement 
continues. 

Nous allons nous occuper à présent des équations de la forme 
y=x— U(x), où U est une opération linéaire totalement continue 
et dont le contredomaine est situé dans le domaine (dans l’espace 
E des valeurs de x) ?). 


Lemme. Si l'opération linéaire U(x) est totalement continue, 
l'opération T(x)=x—U(x) transforme tout ensemble borné et fermé 
G(CE en ensemble fermé. 

Démonstration. Posons 

(Ul) > ONG, pour t= 1.20%. eb lin (ie. 

La suite {U(x,)} étant en conséquence un ensemble compact, 
il existe une suite partielle {U(x,,)} convergente vers un élément 
XC G. Comme xn,= U(xn,) +T(xn,), on a selon (11) lim x:,= Xt Yo 

ice 
d'où T(ÿo + Xo) = Yo- 


Théorème 11. Si l'opération linéaire U(x) est totalement 
continue, les contredomaines des opérations 


M) = x U(x) et T(X)=X— U(X) 
sont fermés. 

Démonstration. G désignant l’ensemble des solutions de l’équa- 
tion 7 (x) = 0, soit yy Æ 9 un élément d’accumulation du contre- 
domaine de l'opération 7. Il existe par conséquent une suite 
{xn} d'éléments de E telle que y, = lim T (xn). 


Si la suite {|x,|} était bornée, l’élément y, appartiendrait 
au contredomaine en vertu du lemme qui vient d’être démontré. 


En désignant par dn la distance entre x, et l'ensemble G, 
il existe donc un w, (C G tel que 


1) Les théorèmes de ce $, excepté ceux où intervient la notion d’opé- 
ration associée, ont été établis pour la première fois par F. Riesz (Über line- 
are Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918), p. 71—98). 
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(12) dy < |n — Wa] <(1+—) de. 
| 
On a 
(13) lim T (Xn — Wn) = y. 
nca 


Si la suite {| xn — w,} était bornée, la démonstration se 
trouverait achevée en raison du lemme qui précède. 
Supposons donc que lim |Xn — w| = œ, d'où, en posant 
ce 


Xn — Wn 


Fo [Xn — Wal’ 


on a, selon (13), lim 7 (z:) = © et |z,|=1. En 
n-yoo 


vertu du lemme on peut donc extraire de la suite {z,} une suile 
{Zn,} convergente vers un élément w, tel que 7 (w,) = 0, d’où 
wC G. En posant Z, — W, = én, il vient 


(14) lim |e,,| = 0, 
Ds 
Xn — Wn - 
donc 2, — W = ceo Wy = & et par conséquent Xr — Wna — 
vn — n, 


— Wy: | Xn — Wal = En’ | Xn — W,|, Vou selon (12) 


f \ 
(15) | Xn; — Wn, — Wy’ | Xn; — Wn, | < |en | 41+ Bho o 
| \ il 


Or, il existe en vertu de (14) et (15) un 7; tel que l’on a 


; | dni, : ; : bl x 
Xn, — Wn, — W` | Xn — Wn;|| LH; mais C'est impossible, car 


Wn, + Do | Xn — Wn,| G et dy, est la distance entre Xn, et G. 
Ainsi le contredomaine de T est fermé. Le raisonnement 
pour T (X) est analogue. 


Théorème 12. Si l'opération linéaire U(x) est totalement 
continue, les équations 


x—=U(x) = 0. e¢ X—U(X)=9 
admettent tout au plus un nombre fini de solutions linéairement 
indépendantes. 


Démonstration. Supposons par contre qu'il existe une suite 
infinie {x.} d'éléments de E linéairement indépendants et satisfai- 
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sant aux équations Xn — U(x,) =0 où n=1,2,... Soit En len- 
n 

semble des éléments de la forme » A; x où A; sont des nombres 
ii 


réels qùelconques. Evidemment 
(16) xC En entraîne x— U(x)=0 


et il est facile de voir que pour tout # = 1, 2, ... l’ensemble En 
est linéaire et fermé, ne contenant pas X:}1, donc un vrai 
sous-ensemble de E,41. 

En vertu du lemme (Chap. V, § 3) p. 88, il existe donc 
une suite {y,} telle que 


(17) nC Ew (yal=1 et |ya—xl> pour tout xC En, 


d’où, selon (16), y» — U (jn) = 9 et par conséquent Yn = U (yn). 
La suite {yn} est donc compacte, contrairement à (17). 

Pour l'équation X — U(X) = © le raisonnement est analogue, 
car on peut considérer l’ensemble des À comme un espace du 
type (B). 


Théorème 13. Si pour une opération linéaire et totalement 
continue U (x) l'équation y = x — U (x), resp. Y= X — U(X), admet 
une solution pour tout y, resp. Y, l'équation x — U (x)= 6, resp. 
X—U(X) =, admet exactement une solution, à savoir x = 0, 
resp. X = 8. 


Démonstration. Posons 
PO) = SSD) = E AIO ST area 


Désignons par E, l’ensemble de tous les x(_ Æ satisfaisant 
à l’équation 7 (x)= ® et supposons qu’il existe un x, ~9 tel 
que T'(x,) = 0. En désignant par x, l’élément satisfaisant à l’équa- 
tion X,:_1 = T (x7), on a donc 


FOR) = x 0 ef TOU 4) = T(x) = 98, 
d’où | 
Xni C Ent — En. 
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L'ensemble E, est évidemment linéaire et fermé; il est un 
vrai sous-ensemble de £,11. En vertu du lemme, p. 83, il existe 
donc une suite {y,} remplissant la condition (17). 

Or, comme y, C En, on a par définition de T et de E, l'égalité 
T (Yn) = Yn — U (yn), d'où 


(18) U (Yo) -= U Ya) = Yp = [Ya + T (Yp) — T (Ya)] = Yp = x 
et p >q entraîne TO-D(x) = TO= y4) + TP yp) — Tyg) = 0. 


Par conséquent xC E,_1, d'où, en vertu de (17), | yp— x| > a 
done, d’après (18), | U (Yp) — U (ya) | > - pour p>q, ce qui est 


impossible, car la suite {U (yn), contient des suites partielles 
convergentes. On doit done admettre que x = 0, c. q. f. d. 

Pour l'équation X = U(X)=—6 la démonstration est analo- 
gue, car on peut considérer l’ensemble des X comme un espace 
du type (B). 


Théorème 14. Si pour une opération linéaire et3totalement con- 
tinue U(x) l'équation x — U(x) = ®, resp. X —U(X)=9, admet 
comme Vunique solution x =90, resp. X=, l'équation y = x — U(x), 
resp. Y= X— U(X), admet une solution pour tout y, resp. pour 
tout Y. 


Démonstration. Le contredomaine de l’opération x — U (x) 
étant en vertu du th. 11, p. 151, fermé, on conclut de l’hypothése 
en vertu du th. 3, p. 148, que l'équation Y= X¥— U(X) admet 
une solution pour tout Y, d’où, en vertu du th. 13 qui précède, 
la seule solution de Véquation X— U(X)—® est donnée par 
X =0 et par conséquent, en vertu du th. 5, p. 149, l’équation 
y =x — U(x) est soluble pour tout y. 

La démonstration pour Y= X — U(X) est symétrique. 


Théorème 15. Si U(x) est une opération linéaire et totale- 
ment continue, les équations 


x—U(x)=9 et X—U(X)=9 
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admettent le même nombre de solutions linéairement indépen- 


dantes ?). 
Démonstration, Posons comme auparavant 
(19) TN 10 (rer T(X)=X-—U(X). 
Soient 
(20) (x)= pour i=1,2,..,n et T(X)=®8 pour i=1,2,..., Y 


où les éléments de la suite {x;}, de même que les fonctionnelles 
de la suite {X;}, sont supposés linéairement indépendants et les 
nombres n et y désignent respectivement les nombres les plus 
grands possibles de solutions linéairement indépendantes des 
équations 7 (x) = 9 et T(X)=9, 
Désignons par z; où į = 1,2,..., v un élément arbitraire tel 
que l’on ait 
(21) Hig) IP RES 
| O pour DE 


Un tel z; existe, car l’ensemble linéaire de la forme 


i—1 y 


2 X + 2, BX est faiblement fermé et ne contient pas Xj. 
j jst} 


Désignons d’une façon analogue par Z; où i=1,2,...,” la 


fonctionnelle linéaire telle que 


1 pour i=j 
22 A =! 
(22) < He) | 0 pour ij. 


Une telle fonctionnelle Z; existe, car x; n’appartient pas 
i-1 n 
à l'ensemble linéaire fermé de la forme X ax; HX Bix. 
y= j=i+1 
Ceci dit, supposons d'abord que v> n. Soit 


1) Pour certains cas particuliers ce théorème:a été établi par F. Riesz, 
l. c., Acta Math. 41 (1915), p. 96—98. En toute généralité, mais formulé autre- 
ment, ce théorème a été établi par M. T. H. Hildebrandt (Über vollstetige 
lineare Transformationen, Acta Math. 51 (1928), p. 311 —318) et dans l'énoncé 
donné ici par M. J. Schauder, l. c., Studia Mathematica II (1930), p. 183—196. 
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(23) R (x) = U (x) + VZ) za et W(x)=x— R(x). 


2] 


Il est facile de voir que l'opération À (x) ainsi définie est 
totalement continue. Nous allons montrer que l'équation W(x) =9 
admet exactement une solution, à savoir x = ©. 

En effet, admettons que W (x,)=0. Il s’agit de prouver 
que x = 0. Or, on a selon (19) et (23): 


(24) W (x) = X%) — R(x) = T (x) sA CAE) 27 =U 
i= 

et comme d’aprés (20) 

(25) X;T(x)=© pour tout x et i=1,2,...,¥%, 
on tire de (21) et (24) 

(26) aw (SG) = ZAC) = ON OOH DEN 2, ox 9 
dot 7 (x,) = 9, ce qui implique selon (20) et par définition de z 
que x, =% a;X; où a; sont des nombres réels correspondants. En 


vertu de (26) et (22) on a donc Zi(x,) = æ; = 0 pour tout ¿= 1, 2,..., 7, 
d’où finalement x, = ©. 


Ceci établi, on en conclut en vertu du th. 14, p. 154, que 
l'équation x — R(x) = T(x) — À Zi(x): 2: — 2511 admet une solution. 
Fil 
Mais on voit aussitôt en vertu de (21) et (25) que Xn41 [x — R(x)] = 0 
et d'autre part, en vertu de (21), que Xn41 (Zny1) = 1. La suppo- 
sition que v >= est donc impossible. 


Y 
Supposons à présent que v<n. Soit R(x) = X Zx): zı d'où 
J= 
? 
R(X)= X X (z)-Z:ı. En procédant comme plus haut, on mon- 
p= 


Yy 


trerait alors que l'équation T(X)— SX (z)- Zi = (conjuguée 
i=1 
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de l'équation 7(x) — X Z{{x): 2; — 0) admet exactement une solu- 
i=] 


i l 
tion, à savoir X=0, L’équation T(X) — X X (zi): Z; = Z,41 de- 
it 


vrait donc, en vertu du th. 14, p. 154, admettre une solution, ce 
qui est cependant impossible, car on a T(X)-x,41 = X[T(x,41)] = 
pour tout X, d’où, selon (22), Zi{x,n1) = 0 pour ¿= 1,2, ,n et 
d'autre part Z,}1(x,41) = 1. Ainsi la supposition que y< n im- 
plique également une contradiction. 


§ 3 Valeurs régulières et valeurs propres dans les équations 
linéaires. 

Admettons à présent de l’opération U(x) qu'elle est tout 
simplement linéaire, mais maintenons l'hypothèse que son con- 
tredomaine est situé dans le domaine E. 

L’opération x — A U(x) est alors linéaire pour tout / réel 
et son opération associée est de la forme X — 4 U(X) où U dé- 
signe l’opération associée à U. | 


Ceci dit, nous allons étudier les équations associées 
(27) xX—hU(x)=y et X—hU(X)=Y. 


Si, pour un #, donné, la première, resp. la deuxième des 
équations (27) admet pour tout y, resp. pour tout Y, exactement 
une solution, #, s'appelle valeur régulière de cette équation; dans 
le cas contraire 4, s'appelle sa valeur propre. L'ensemble des 
valeurs propres constitue l’ainsi dit spectre. 

Si x, resp. X, satisfait à la première, resp. à la seconde, des 
équations 

(28) x+thUu(x)=9 et X+hU(X)=®, 


il porte le nom d'élément propre, resp. de fonctionnelle propre. 
En vertu du th. 5, p. 149, les deux équations (27) ont le mé- 
me ensemble des valeurs régulières, donc aussi des valeurs 


propres. 


158 Chapitre X. Equations fonctionnelles linéaires. 


On énoncera sans peine les th. 1—9, établis p. 146—150, 
pour les équations de la forme (27). Ces théorèmes permettent 
de conclure sur la manière dont se comporte l’une des deux équa- 
tions d’après celle dont se comporte l’autre et réciproquement. 


Théorème 16. L'ensemble des valeurs régulières est ouvert. 


Démonstration. h, étant une valeur régulière, il existe un 
nombre m>0 remplissant les conditions 


|\x—h, U(x)|>m-|x| et |X—h, U(X)|>m-|X). 
On a par conséquent pour tout €: 
| 6 — (hy ++ 2) U(x) 


et d’une façon analogue 


= 


x—h, U(x)|—|¢|-|U(x)|> (m—|e|-|U))-| x! 


|X — Go +2) U(X)| > (m — |e|-|U)) | XI. 
Il en résulte que pour des |s| assez petits les opérations 
2 (ee UG (he Ce) 
ont les opérations inverses continues, ce qui a pour conséquence, 


en vertu du th. 6, p. 149, que +€ est également une valeur 
régulière. 


1 
Théorème 17. Si |h|< TE h est une valeur régulière '). 


1 
Démonstration. Si |h|< Tup les solutions peuvent être re- 
présentées sous la forme 


(9) x=yt Y WUY) et X= +y MUAY) 
où n= n=1 
Uy) = Uy) et UY) = U(Y), 


Uy) = U[U"—-V(y)] WOW) =U U0). 


1) Cf. S. Banach, l. c., Fund. Math. II (1922), p. 161, th. 7. 
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Les séries (29) sont convergentes, car on a 


SM) | < Dual UIII Y] 
et 
> |W UOY) | < SAU ITI] FI. 


Or, on obtient de (29): 


= 1< F 
U (x)= U(y) Y Uey) = SHUM) = (=), 
= n=l 
d’où x — AU (x)= y. Dune façon — onaX—AU(X)= Y. 
Ainsi les équations (27) admettent des solutions pour tout y, 
resp. pour tout Y. En vertu du th. 7, p, 149, ces solutions sont 


donc uniques et par conséquent Z en est une valeur régulière, 
Ca Gl tis Gl. 


Théorème 18. Si l’on a pour hh: 
x—-hU(x)=0 et X—hMU(X)=— 

alors X (x) = 0. 

En d’autres termes: /’élément propre de la valeur h est ortho- 
gonal à toute fonctionnelle propre de la valeur W distincte de h. 

Démonstration. On a X (x) = AX[U(x)] = AU(X):x et com- 
me U(X) = 
X (x) = 0. 


1 h 
"ile il vient X (x) = hI X (x). Si kÆ h, on a donc 


§ 4. Théorémes de Fredholm dans la théorie des équations 
linéaires totalement continues. 


Si, dans les hypothèses du $ précédent, l’opération U (x) 
est en outre supposée totalement continue, on peut énoncer pour 
les équations (28) les théorèmes suivants, qui constituent une 
généralisation des théorèmes de Fredholm sur les équations 
intégrales 1). 


1) Cf J. Schauder, L c., Studia Mathematica II (1980), p. 183—196. 
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Théorème 19. Les équations (28) ont le même nombre fini 
d (h) de solutions indépendantes. 
Ce n’est qu’un autre énoncé du th. 15, p. 154. 


Théorème 20. Si d(h) — 0, h est une valeur régulière. 
C’est une conséquence des th. 14, p. 154, et 19, qui précède. 


Théorème 21. Si d (4) > 0 et si 
{xi}, resp. {A}, où i=1,2,...,d (h), 


désignent les solutions des équations (28), les équations (27) admet- 
tent des solutions pour tout y tel que Xı(y) =Q, resp. pour tout Y 
tel que Y (xi) = 0. 


C’est une conséquence des th. 8, p. 149, resp. 9, p. 150, et 
11, p, 151. 
Nous allons démontrer le 


. Théorème 22. Si lopération linéaire U (x) est totalement con- 
tinue, les valeurs propres de la premiére équation (27) 


y=x—-—hU (x) 
constituent un ensemble isolé 1). 


Démonstration. Soit {tn} une suite infinie de valeurs pro- 
pres où ;< h; pour ij. Posons 


Nr DIX) CRE. = 0" 


Montrons d'abord par recurrence que les éléments x, sont 
linéairement indépendants. 
n—1 
. r : . Ty 
En effet, si X%,,%, …, Xn1 Vétaient, mais x,=)) a x; on 
\=1 
n—1 n—1 ie 
aurait Xn = AU (Xn) = > haw (x), d'où x =» hn x; et par 
EST fl i 
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n—1 
conséquent >) a; (1 T xi=0. Comme par hypothèse ll 
Hit i i 


1) Cf. F. Riesz, l. c, Acta Math. 41 (1918), p. 90, Satz 12. 
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pour 2 >i, on voit que déjà les éléments ~%,, %2,...,<,-1 ne se- 
raient pas linéairement indépendants. 
Ceci établi, soit pour tout 2 = 1, 2, … En l’ensemble linéaire 


n 


des éléments y de la forme y = Du Xs il est done fermé et con- 
i=) 


stitue un vrai sous-ensemble de Eni1. On a pour tout y ( En se- 


n n n—1 
lon (30) y—AU(y) = Lux: — ha i =a) ( = Fal x, d’où 
i= i=l i i=1 i 
y—h,U (y) C Er. En vertu du lemme, p. 83, il existe donc 
une suite d’éléments {y,} remplissant les conditions (17), p. 158. 
Or, supposons, que la suite {4,} soit convergente. L’opéra- 
tion U étant totalement continue, la suite {U (4:y,)} formerait donc 


un ensemble compact. D’autre part, on a pour p> q 


(81) |U (Ayp) — U haa) | = | Yp — [Yp — pU (yp) + U (haya)] | 


et, selon (17), yp C Ep, ce qui implique, comme nous avons 
vu, que Yp — MU (yp) C Ep-1; de même A4U (ya) C Eg C Eg, d'où, 
1 
en vertu de (17) et (31), | U (hpYp) — U (hayq)| > 5 pour tout p> q, 
de sorte que la suite {U (Anyn)} ne formerait pas un ensemble 
compact. 
En raison de cette contradiction, on ne peut pas admettre 


qu’une suite {4,} de valeurs propres en question soit convergente. 
Elles forment donc un ensemble isolé, c. q. f. d. 


§ 5. Equations intégrales de Fredholm. 


Envisageons maintenant quelques applications des théorèmes 
qui viennent d’être établis. 

Dans les espaces (L), aux équations de la forme «—hU(x)=y 
se réduisent les ainsi dites équations intégrales de Fredholm, 
dont la forme générale est la suivante 


(32) x (8) -|K DxO dt =y), 


où K (s, £) remplit certaines conditions. 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 1i 
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L’équation associée À — 4 U (X) = Y prend l’aspect 
1 
(33) X (t)—h| K(s, t) X(s) ds = Y(t). 


0 


On donnera facilement l'interprétation des théorèmes qui 
précèdent dans le cas de ces équations intégrales. 
Si K(s, £) satisfait aux conditions convenables, l’opération 


1 

linéaire ll K (s, t) x(t) dt est totalement continue et en consé- 
0 

quence les théorémes des §§ 2, 3 et 4 de ce chapitre s’appli- 


queront aux équations (32) et (33). En particulier, les th. 19—21 
prennent alors la forme des théorémes dits de Fredholm (mais, 
bien entendu, ils subsistent aussi en dehors des équations in- 


tégrales). 


§ 6. Equations intégrales de Volterra. 


Les équations de la forme 
(34) x (s)— | K (s, £) x (£) dé, 
0 


où K (s, źć) est une fonction continue, portent le nom d'équations 


de Volterra. 


L'opération [ K(s, t) x (tdt est alors totalement continue 
0 


dans les espaces (C) et (L®) où p > 1. 
Nous allons montrer que l’équation 


Ss 


(35) x (s)— | 'K (s, t) x (£) dt = 0 


0 


admet la solution unique x (s) = 0. 
En effet, admettons que x (s) remplisse cette équation; évi- 
demment x (s) est une fonction continue. Posons 
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01 


m = max|x (s)| et M= max) AS, 0) 
Os 


oSI 
On a donc selon (85) 
(36) [x)| < M fx Oat, 
0 
d'où |x (s)| < M-m-s pour 0 <s <1, ce qui donne, en rempla- 


» 


S 
çant dans (36) x (£) par M:m-s, l'inégalité |x (s)| < M?-m--9. En 


(M: sy" 
ae À m pour 


procédant ainsi de suite, on obtient donc |x (s)| < 
tout 7 = 1, 2, ..., d’où, évidemment, x (s) = 0. 


Ceci établi, revenons sur l’équation (34). Comme pour xC (C) 
et yC (C), de même que pour x (L) et y C (LV), l’opération 


[KG t) x (£) dt est totalement continue, l'équation (34) possède 


0 
d'après le th. 14, p. 154, pour tout y ( (C), resp. y C (L®), exac- 
tement une solution x C (C), resp. xC (LP). 


$ 7. Equations intégrales symétriques. 


Si l'opération y = U(x) est linéaire pour x et y de (L®), 
l'opération associée X = U (Y) peut être regardée comme liné- 
aire pour X et Y de (L®), 

En effet, toute fonctionnelle linéaire dans (Z®)) étant (cf. 

1 
Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme | X(t) «(dt où YH) C (LE), 
0 
nous pouvons considérer Y(t) comme représentant cette fon- 
ctionnelle. 


L'opération U (x) s'appelle symétrique, lorsque 


1 1 
(37) fy U (x) dt = [+ U(y) dt pour xC (L®) et yC (LE). 
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1 1 
Comme | y U (x) dt =| x U(y) dt, toute opération symétrique 
0 0 
coincide avec son opération associée. 
Lorsque la fonction K(s,¢) est symétrique (c. à d. que 
Yon a partout K(s,t)=K(¢,s)) et en outre l'intégrale double 
11 y 


[[ KG, t) x (t) y (s) ds dt existe pour tous x C (L®) et y C (L®), 


les opérations : 
U(x) = f K (s, t) x (9 dt = y (s), 
(38) ae 
V(x) =x(s)—h [KG t) x (t) dt = y (s) 


0 


sont des opérations linéaires et symétriques, car elles remplis- 
sent la condition (37). 

Les équations de la forme (38) portent le nom d'équations 
intégrales symétriques. 


Théorème 23. Si l'opération U(x) est symétrique, la valeur 
du paramètre h de l'opération de la forme x h U (x) = y est ré- 
gulière, lorsque cette opération admet l'opération inverse continue 
ou bien lorsque celle équation est soluble pour tout y. 

La démonstration résulte des th. 3 et 4, p. 148, à la suite 
du fait que l'équation en question est dans ces conditions iden- 
tique à l’équation associée. 


CHAPITRE XI. 


Isométrie, équivalence, isomorphie. 


§ 1. /sométrie. 

Soient £ et E; des espaces métriques (v. Introduction, § 7, p. 8) 
et y= U(x), où xC E et yC E, une opération biunivoque trans- 
formant E en Æ, tout entier. On dit que cette transformation est 
isométrique, lorsqu’elle n’altére pas la distance, c. à d. lorsqu’on a 


(Xis X2) = (M1, Y2) où Yı = U(%,) et y, = U (x) 


pour tout couple x, X d'éléments de E. 

. Si E et E sont des espaces vectoriels et normés, nous di- 
sons que la transformation de E en E, donnée par l’opération 
y = U (x) est linéaire, lorsque l'opération U (x) est linéaire. 

Les espaces vectoriels normés étant des espaces métriques 
(cf. Chap. IV, § 1, p. 53), on peut considérer aussi les transforma- 
tions isométriques de ces espaces l’un en l’autre. 


§ 2. Les espaces (L?) et (P). 

Théorème 1. Les espaces (L?) et (L) sont isométriques. 

Démonstration. Soit, en effet, {x;(f)} où 0 < ¢ <1 une suite 
quelconque orthogonale, normée et complète. Si x ( (L°), on a, 


comme on sait, 
1 


co 


(1) > | fzo x(t) at | 2 {#0 dt. 


i=1 


1 
En désignant donc par U (x) la suite y = {yj} où 1; — | Xt) x (t) dt, 


0 
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on a en vertu de (1) y C (P) et |U(x)|=|x|. Comme additive 
et n’altérant pas la norme, l’opération y = U(x) est linéaire. Or, 
on sait de la théorie des séries orthogonales qu'il existe pour 
tout yC (ÉP) une et une seule fonction x(t) C (L?) telle que 
y = U(x). 

Ainsi l’opération linéaire y = U(x) transforme (L?) en (J?) 
d'une façon biunivoque et sans altérer la norme, donc la distance. 
Les espaces (L?) et (P) sont par conséquent isométriques. 


Remarque. Nous verrons dans la suite que les espaces (L”) 
et ({9)) ne sont isométriques que dans le cas où p =q = 2. C'est 
une conséquence du corollaire (Chap. XII, § 3), p. 206. 


§ 3. Transformations isométriques des espaces vectoriels 
normés. 

Théorème 2. Toute transformation isométrique U(x) d'un 
espace vectoriel normé en un autre, telle que U (©) = 9, est linéaire’). 

Démonstration. Soit d’abord E un espace (D) arbitraire et 
Xı, X un couple quelconque de points de E. 

Désignons par H, l’ensemble des points x C E tels que 


(2) (x, x1) = (x, %3) = a (x1; x) 


et, pour # = 2,3,..., par Hn l’ensemble des points x( Hy. as- 
sujettis pour tout z (_ Æ;_1 à l’inégalité 


(8) (x, z) < a 8 (Hn-1), 


où ¢(Hn-1) désigne le diamètre de Vensemble H,-1, c. à d. la 
borne supérieure des distances de ses points, 
La suite {Ħa} étant ainsi définie, on a 
(4) lim © (4,) = 0. 


1) Ce théorème a été établi par MM. S. Mazur et S. Ulam (v. Comp- 
tes Rendus de l'Acad. des Sc. 194, Paris 1932, p. 946—948). 
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En effet, si les ensembles H, ne sont pas vides, on a pour tout couple 
x’,x” de points de H p: x” CH, _, (puisque par définition M, > H,5...>H,,5...), 


done, en vertu de (3), (x’, x’) = J a(H, y), par conséquent 6 (H,) < = ô (Ha—1), 


d'où ô (H,) SAS ò (H), et d'autre part, on a en vertu de (2), pour tout cou- 


On 
ple x’,x” de points de H, Vinégalité (x’, x’) < (x, x1) + (©, £1) = (x, x), done 


1 — (Xn x2), d'où l'égalité (4). 


On 


6 (H,)< (Xi, X2) et par conséquent à (H,) 


Il en résulte que la partie commune des ensembles M, (lors- 
qu’elle n’est pas vide) se réduit à un point, Nous appellerons ce 
point le centre du couple x;, x:. 

Ceci dit, soit E un espace vectoriel normé. Pour tous deux 
points x! et x" de E on a donc 


Ce) = Te 


Posons x = x, +x,—x pour x(_ E. On voit aisément par 


induction que 
(5) xC H, entraîne xC H, pour tout n=1,2,... 


Eo effet, si «CH, on a |x—x,|=|x—-x,| et lee). 
done |x*—x, | =|x—x.|= x |x, — x, |, d'où selon (2) xC F, et, en admettant 


que la relation (5) est vraie pour n— 1, on a en conséquence pour x’ CA, ; 


Xi + Xe — x C Hyi Si xC H,,0n a donc selon (3) | x—x’ | = |(4, + 4,—*') —x|< 


Nous allons montrer que le point = > (x, + x.) est le cen- 
tre du couple x:, x.. On a, en effet, EC F, car |x,—&|=|*%,—§/= 
= x — xl. Admettons done que éC Hn. Pour tout xC An 


on a en vertu de (5) x, + x, — x =x C Hn, et comme 2 |é — x|= 


= |x, +x — 2x | =|x— x| <ò (Hn), on conclut que -= x| < 
Lhe z : 
ss ô (Ans), d'où EC An. Comme appartenant a H, pour tout 
® 


n naturel, le point & est donc le centre de x,, x». 
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Ceci établi, soit E, également un espace vectoriel normé et 
y = U(x), où xC E et yC E, une opération isométrique trans- 
formant E en Æ, tout entier de façon que U(8)=6. La notion 
de centre étant définie d'une façon métrique, on aperçoit faci- 
lement que le centre du couple quelconque +,, x, de points de E 
se trouvera transformé en centre du couple U(x,), U (x) de E. 
On a donc 


US te= IVG) + UN pour MCE e CE, 


d’où, en posant x, — x et x, =, on obtient par suite de l’hypo- 
thèse que U (6) = 
ufr x)- <u (x) pour tout xC E. 


Il en résulte pour des points arbitraires x, et x, de E que: 


1 1 
Ute) =U | S at= U ent U Ox) = 


= U (x) + U (x). 


Ainsi lopération U (x) est additive et, par suite de sa con- 
tinuité, linéaire. Il en est donc de même de la transformation 
y = U(x), c. q. f. d. 


§ 4. Espace des fonctions réelles continues. 

Etant donné un ensemble quelconque Q métrique, complet 
et compact (cf. Introduction, § 7, p. 9), on peut considérer l'en- 
semble £ des fonctions réelles continues x (q) définies pour qC Q 
comme un espace du type (8), si l’on définit dans E de la façon 
usuelle l’addition et la multiplication par nombres et choisit 
comme norme le maximum du module de la fonction. 


Lemme. Soit x(q) C E où qg(C Q. Pour quon ait pour un 
élément donné qo Q l'inégalité 


(6) (x (0) |> |*(q)| pour tout qÆ q, 
il faut et il suffit que 
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(D lim x + he | — | 
h 


existe pour tout z(q)C E. 


En outre, si la fonction x(q) satisfait à l'inégalité (6), on a: 


lim =2 (Go) i sign x (qo) pour tout z (9) € E: 


lx + kel — ||| 

h-»0 h 
Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, 

on a |! x|| =| (q)| et comme la fonction continue |x + 4z| atteint 


son maximum, on obtient 


(8) | © (Go) + kz (Go) | — | * (40) | < || x + Az || — || x] = 
= |x (qn) + hz (qa)! — | * (qo) |; 


où qa est un point dépendant de # et appartenant à Q. Or, on 
tire de (8) | x (qo) + 4z(q)| < x (qn) + hz (g:)| et par conséquent 
0< |x @)|— lx (|< Alle a) +lk le Cg) < 214: 71, d'où 


lim | x (qa)| =| x (g,)|. Il en résulte par suite de la compacticité 
h-y0 
de Q que 
(9) lim gn = qo- 
h->0 


Ceci établi, examinons d’abord le cas où x(g,) > 0. Il exi- 
ste alors un € > 0 tel que l’on ait pour |4| <e légalité 


|x (qo) + hz (qo) | E |x (qo) | =x (qo) + hz (Go) A, (Jo) = hz (qo) 
et, en vertu de (9), 


|x (gn) + Az (qr) | — | x (qo) | = X (qn) + hz (Gu) — x (qo) < hz (qar), 


d’où, selon (8), Az (q) < 
quent, encore en raison de (9) et par suite de la continuité de z (q), 


x + hz||— || x|| < hz (qa) et par consé- 


… || x + hz\|| — || x | 
lim --=——_—_—- 
h=0 h 


— Z (qa). 


Dans le cas où x (g,) < 0 on obtiendrait, en procédant dune 
façon analogue, 
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lim | x+ hz | TER || x | 
h0 h 


im z (qo). 


Nous avons ainsi démontré la nécessité de la condition 
(l'existence de la limite (7)) et, en même temps, la deuxième 
partie du lemme. 

Pour montrer que la condition est suffisante, supposons 
que le module de la fonction x (q) atteigne son maximum dans 
deux points distincts g, et q, de Q, c. à d. que 


x(g)|=|x(g)|>]|x(g)l pour tout gC Q. 


Dans le cas où x(q) 0 posons 2(g)=(g,g;). Il vient: 
|x + hz || — || æ || > x (Go) + 2 (go, 1) — x (go), d'où 


lx + hz || —||x|l 


(10) lim inf —— (Joy 41) 0. 
340 h 
On a en même temps | x + #z||—||x|| > |x (qı) + Z (g,q)| — 
x (g,)| = 0, d’où 
[x 
(11) mere lle 
h>—0 h 


et les inégalités (10) et (11) montrent l'impossibilité de l’existence 
de la limite (7). 

Dans le cas où x(g)<0 on parviendrait, en posant 
zZ=—(qg,q,), à la même conclusion, ec. q. f. d. 


On appelle deux ensembles homéomorphes, lorsqu'il existe 
une transformation biunivoque et bicontinue de l'un en l’autre. 


Théorème 3. Pour que deux ensembles métriques, complets et 
compacts Q et Q, soient homéomorphes, il faut et il suffit que les 
espaces E et E, des fonctions réelles continues définies dans ces 
ensembles soient isométriques. 

Démonstration. Necessité. On vérifie facilement que, 


g'= f (9, où qC Q et gC Q, désignant une transformation biu- 
nivoque et bicontinue de Q en Q, tout entier, la transformation 
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de E en E qui fait correspondre à toute fonction y (q) C E 
la fonction x (q4) =y |f (g)] C E est isométrique. 

Suffisance. Les espaces E et E, étant supposés isomé- 
triques, soit y= V(x) l’opération biunivoque qui transforme E 
en E, tout entier, en faisant correspondre à toute fonction x (q) C E 
la fonction y (g') C E, de façon que || V (x) — V(x)|| = || x, — x || 
pour tous x, et x, de E. 

En posant U (x) — V (x) — V (0), on aperçoit aisément que 
l'opération U (x) jouit exactement des mêmes propriétés et qu’on 
a en outre U(0)=0. En vertu du th. 2, p. 166, l’opération 
y = U(x) est donc linéaire. 

Soit g) un point donné de Q et x(g)C_ E où gC Q une 
fonction satisfaisant à l'inégalité (6) du lemme, p. 168. Comme 
l'opération y = U(x) n’altére pas la norme, on a pour tout nom- 
bre A, en posant U(z)=¢t où zC E: 


IX + Az i] = |i) _ ly + hé] — y 


al SAS 


h h 


d'où, en vertu du lemme précédent, 


Es BAM 
ju h 


(12) z (qo) sign x (qo) = 


Or, comme l'opération U (z) transforme E en £, tout entier, 
la limite (12) existe pour tout £C &,. Il existe par conséquent, en 
vertu du lemme, un g, Č Q, tel que |y(g) >|y(q')| pour tout 
point g' 34 q, de Q, et que 

ly + At |) — lly] 
lim ~ - — 


h->0 h 


= té (q) sign y(g,) pour tout tC E,. 


On en conclut en vertu de (12) que 2z(q,):sign x (qo) = 
= t (g) sign y (q), d'où, en posant £ (q;) = sign x (qo): sign y (q), 
on obtient la relation suivante entre g C Q et g, © Q: 
(13) t (o) =2 (9) E (q) où |e(g)l=1 


et qui subsiste pour tout z C E et ¢ = U (2). 
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Envisageons donc la fonction 


4 =F (qo), 


qui transforme Q en Q,. 

Cette transformation est biunivoque. En effet, l'égalité q =q; 
où g, = f (q1) et q, =f (q) donne en vertu de (13) |z(g:)|=|2(q)| 
pour toute fonction z C £E, ce qui entraîne légalité q} = qa, puis- 
qu’elle se présente en particulier pour la fonction z (q) = (q, q). 

La fonction f transforme en outre Q en Q, tout entier. En effet, 


quel que soit g'(C Q,, on a d’après (13), en posant ¢(q') = 


1+(g,9) 
1 
(14) |2 (4)| = ~~~ pour tout gC Q. 
AL) i 
Or, comme ||z|| = | {|| = 1, il existe un g, Œ Q tel que |z(q,)|=1. 
Pour le point q, = f(qa) on a donc, selon (14), Sa Ses 
1 + (gs q') 


d’où (q q)=0 et par conséquent q' = q, 
Enfin, la transformation f est continue. En effet, soit 
qo = lim qn et q, =f (qn) pour n=1,2,.. Il vient, selon (13), 
Noo 
lim |ź (¢,)|=|¢(¢)| pour tout ŁC E,, d’où en particulier pour 
noo 
t(q')=(q', q) on a lim (go 9%) = (4%, 9%) =9 et par conséquent 
Noo 
lim g, = q 
nes 
Il en résulte par suite de la compacticité de Q et Q; que 
ces ensembles sont homéomorphes, c. q. f. d. 


Remarque. On voit de cette démonstration que si l’opé- 
ration y= U(x) transforme l’espace E en espace E, d’une façon 
isométrique et si U (8) = 9, il existe une fonction q' = f (q) trans- 
formant l’ensemble Q en Q, par homéomorphie et une fonction 
continue € (g') telle que 


yq) =x] Eq) où y=U(x) et |e(q)]=1. 


Applications. Le th. 3 qui précède implique en particulier que 
l'espace (C) des fonctions continues x (£) définies pour 0< £< 1 
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n’est pas isométrique avec celui des fonctions continues x (x, v) 
de deux variables # et v, définies dans le carré 0<u<1, 
O<V< I. 

Cependant l'espace (L™) des fonctions à p-iéme puissance som- 
mable définies dans l'intervalle 0<¢<1 est isométrique avec 
celui des fonctions à p-ième puissance sommable définies dans 
le carré 0< u <1, 0<v<1. Il existe, en effet, une fonction 
biunivoque ¢ = (4, v) qui transforme ce carré (sauf un ensemble 
de mesure nulle) en intervalle [0,1] (encore sauf un ensemble de 
mesure nulle) de manière que les ensembles mesurables se trou- 
vent transformés en ensembles de mesure égale. 

En faisant done correspondre à toute fonction x (t) C (L®) 
la fonction y (4, v) = x [~ (u, v)], on obtient une transformation 
des deux espaces fonctionnels l’un en l’autre qui, comme il est 
facile de voir, n’altére pas les distances. 


§ 5. Rotations. 


Nous appelons rotation d'un espace E du type (B) autour 
du point x,(_ E toute transformation biunivoque et isométrique 
de E en E tout entier qui en transforme le point x, en X, 

En vertu du th. 2, p. 166, toute rotation autour de 9 est une 
transformation linéaire. 

Nous allons étudier les rotations dans quelques cas parti- 
culiers des espaces du type (8). 

Espace (C). La rotation la plus générale dans (C) autour de ® 
est donnée par l'opération de la forme 


y (©) = ex [e (OT, 


où x(t) C (C), = +1 ou — 1 indépendamment de x (t) et a (t) est 
une fonction arbitrairement choisie qui transforme l'intervalle fermé 
0<t<1 en lui-même d'une façon biunivogue. 

La démonstration résulte de la remarque, p. 172, en tenant 
compte du fait que, e (ć) étant une fonction continue telle que 
|e (¢4)| = 1, on a € (f) = const. 
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Espace (c). Nous pouvons considérer cet espaçe comme 
celui des fonctions continues définies dans un ensemble borné et 
fermé de nombres réels ayant un seul point d’accumulation. 
En vertu de la remarque, p. 172, on en déduit facilement le thé- 
orème suivant. 

La rotation la plus générale dans (c) autour de ® est donnée 
par l'opération y = U (x) où 


x = {62} CO, y = tna} CO) et M = En Eom 


{en} désignant une suite conver gente quelconque telle que |e,| = 1 pour 
n=1,2,... et @(n) une fonction arbitrairement choisie qui trans- 
forme dune manière biunivoque l’ensemble des nombres naturels en 
lui-même. 


Espace (L). Toute rotation de (£?) autour de © est de la forme 
° z 
(15) y(t) = Y O ant? x (O dt, 
il 


où x (t) C (L?) et {an(t)}, {8.(0)} sont des suites arbitraires, complètes 
dans (L°), de fonctions orthogonales normées définies pour 0<t <1. 


Démonstration. On a d’aprés (15) 


yoda [20 x) at] = Exo dt, 


0 0 0 


1 1 1 
oe! 
d’où |y! = || ||. Toute transformation de la forme (15) est donc 
en effet une rotation autour de 9. 


Réciproquement, soient: y= U(x) une rotation autour de 0 
donnée dans (Z°) et {a,(¢)} une suite quelconque, complète dans (L°), 
orthogonale et normée. En posant §,(¢) = U[a,(f)] où n= 1, 2,..., 


on a done 
1 


x(t) = X a(t) | aat) x (6 dt 


‘rime! | 
0 


et par conséquent y (£) = U [x ({)] est de la forme (15). De plus, 
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(16) [PO dt = [Ur de =| EO at = 1 
0 5 = | 
et comme B;(f) + B£) = U [a(¢) + aj(é)], on a pour i  j 
1 1 
[18:60 + BP dt = | fat) + a(t) dt — 2, 


d’où en vertu de (16) 
1 


(17) [BG 8,6 dt =0 pour i Aj. 


En conséquence, si pour une fonction B(A C (L°) on a 


1 
| Br(£) B (£) dt = 0, quel que soit n = 1, 2, ..., on aura d'après (15) 
0 


1 
Jy (£) (£) dt —0 pour toute fonction y (£) C (2?), de sorte que 
0 


B(/)—0. Il en résulte en vertu de (16) et (17) que {8,(¢)} est 
une suite complète dans (L°) de fonctions orthogonales et normées. 


Espace (l). On peut énoncer pour (/?) un théorème tout 
a fait analogue. C’est une conséquence de l’isométrie des espaces 
(L°) et (£) (v. th. 1, p. 165). 


Espaces (L®) et (KP) où i< p2. On a les lemmes suivants: 
1. Etant donnée une rotation y = U(x) de (L®), où 1 < p2, 
autour de ®, si on a pour un couple x,(t), x,(t) de fonctions appar- 
tenant à L(()) 
(18) x (£) x(t) =0 presque partout dans [0,1], 
alors pour le couple y (b), y(t), où y, = U (x,) et y, = U G,), on 
a également 


(19) Yı (t) Y (2) = 0 presque partout dans [0,1]. 


Démonstration. Pour tout couple de nombres 2,8 on a par 
hypothèse, d’après (18), |a x, +8 x, ||? =| a |P: || x1 |P +|B|?> || æ ||P, 
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d’où par définition de y, et y, il vient ||a y, +f8Bys ||? =la]? || y, |P + 
+|B8/?:|ly.{l? et par conséquent 


(20) fies +B ya(t) |? dt = | ale {| y,(t) |? dé + | ale | lyse Irae 


Dans le cas où p = 1, on en tire, en posant successivement 


1 1 
a=B=1 et «=—ß=1, la relation /|y,()-+ y:(#)| dé = fly —yt)| dt= 
0 0 
1 
= [EYA |+ lyt) | 1 dt, qui n’est possible que lorsque la condition 
0 


(19) est réalisée. 


Dans le cas où p> 2, on obtient de la relation (20), en 
désignant par M l’ensemble des valeurs de ¢ C [0,1] pour lesquelles 
Y£) y(t) Æ 0, la relation 


(21) flay) +8yt) |? dt =al [ly +18)? | lye) |? dé, 
! J | 


qui donne, en y posant 9 (a, £) = | æ y,(é) + 8 y(t) |", les égalités 
0 F 
(22) SF =p lay) + P yD P sign [a yC) +B yal] YC) 


et 
(23) A = p (p — 1) | a y(t) + B y(t) |P=: y6). 


0 a? E 
Pp 
Or, comme |ay:(9 + B 40 6-1 C E Pta O (L), on 


“ld 
constate aisément l'existence de l'intégrale MAL dt, d’où 
of 104 


selon (22) 
0 o d F ? 
ey {2-2 fe D dt =p-sign a: lait fist dt 
Joa da, 
H H H 


et par conséquent T a dt = 0; il en résulte aussitôt (puisqu'on 


H Aha 
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a selon (23) ae. P > 0) que Fée € da dt= [iat d’ou selon (24) 


[32 
A 0% 


05) flan IDIO d= jale find 
H 


dt = p(p—1)|a ln: PEZOI ? dt et par conséquent selon (23) 


On tire de (25), en posant «= 0 et B= 1 légalité 
(26) SID nor a =o, 
H 


ce qui entraîne par définition de H que m H = 0", 

Enfin, dans le cas où 1 < p < 2, considérons pour i= 1 et 2 
la fonctionnelle (y) = Y(t) y (8) dt où y OC (L) et Y(t) = 
= | yt) |? - sign y(t). ote conjuguée X = U (Y) est une 
rotation de l’espace (oD) autour de 6?). Posons X; = U (Y) 
et X(x) = FE x (ft) dt ot xC (LM). On a Xi(x) = Yily) = 

0 
=| Y; y| = |X: |x|, d'où en vertu de l'inégalité de Riesz 
Xı(t)= 0 pour les mêmes valeurs de £ que x,({t)=0. Par consé- 
quent X (£) X. (£) = 0 et comme et on conclut en vertu 
du cas précédent que Y,(¢): Y,(4)=0, donc que y(t) ¥,(s) = 0. 


La condition (19) se trouve ainsi démontrée. 


2. Etant donnée une rotation y = U(x) de (IP) où 1< p:£1 
autour de ©, si on a pour deux suites x, = {8} et x, = {E} appar- 
tenant à (IP) 

s)-€2) = 0 pour n= 1, 2,. 


1) mH désigne la mesure de l'ensemble H (cf. Introduction, p. 8). 
2) Pour la démonstration de ce fait, voir plus loin celle du th. 11, p. 188. 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 12 
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alors pour les suites y, = U (x) = {nP} et y, = U (x) = {n®} on a 
également 
nD- ON pour n=1,2,... 
La démonstration est analogue à celle du lemme précédent 
pour les espaces (L’), les modifications à apporter étant évidentes. 


Les deux lemmes donnent respectivement les théorèmes 
suivants sur la forme générale des rotations. 


I. Etant donnée une rotation y = U (x) de l'espace (LP), où 
1 <p ~ 2, autour de ©, il existe deux fonctions @ (t) et 4 (t) définies 
pour 0 < t < 1 et telles que les conditions suivantes soient remplies: 

(a) la fonction ẹ (t) transforme biunivoquement l'intervalle 
fermé [0,1] presque entier en même intervalle presque entier de façon 
que les ensembles mesurables se trouvent transformés en ensembles 
mesurables et réciproquement, 

(b) on a pour presque tout t C [0,1] 


m It, t -+h 
ASS oh ARSE! Le 
h 


h->-+-0 


d (£) = | lim 


où l [t,t -+ h] désigne limage de l'intervalle fermé [t,t + h] donnée 
par la fonction + (c. à d. l'ensemble des points ẹ (s) pour t< s< t+h, 
(c) on a pour tout x C (L®) 


y (©) = x [p 6H] Y © 
où y (t) = U [x (2)]. 
Réciproquement, si ọ (t) est une fonction satisfaisant à la con- 
dition (a), il existe une fonction 4 (t) définie par (b) et l'opération 
y = U (x) définie par (c) est une rotation de (L) autour de ®'), 


Il. Etant donnée une rotation quelconque y = U(x) de l’espace 
(1°) où 1 <p 2 autour de 6, il existe une fonction ọ (n) et une 
suite de nombres {en} telles que 


1) Pour la démonstration de ce théorème voir S. Banach, Sur les ro- 
tations dans les champs des fonctions intégrables avec p-ième puissance, Studia 
Mathematica IV (à paraître). 
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(a) la fonction ẹ (n) transforme l'ensemble des nombres na- 
turels tout entier en lui-mème d’une manière biunivoque, 


(b) on a |ea|=1 pour n= 2S 
(c) on a pour tout couple de suites x =%i,\ C (1) et 
Y = {mn} CUP) où y = U (x) 


Nn = En’ Eotn) pour n = il, Py aide 


Réciproquement, pour 9 (n) et {e,} quelconques satisfaisant aux 
conditions (a) et (b), opération y= U(x) définie par la condition 
(c) est une rotation. 

Démonstration. Soit d’abord y = U(x) une rotation de (WP) 
autour de ®©. Posons 


(27) ec =| 1 pour Ë =n 
0 pour in 
et x,={§} pour i=1,2,.. On a évidemment pour tout 
x = {83 CU) 
(28) x = se 


=l 
En posant y: = U (x:) = {1%}, on a donc en vertu de (28) pour 
y=U (x)= {Mn} l'égalité y = À t; yn d'où 
=! 


(29) Mn =)" hero n= 1, 2, .. 


i=1 


Selon (27) on a &)-€/) = 0, lorsque ij; on en conclut en 
vertu du lemme, p. 177, 2, que 


(30) LORS ON PE EN, 


Comme y peut être une suite quelconque appartenant à (KP), 
il n'existe en vertu de (29) et (30) pour tout z naturel qu’un seul 


nombre 9 (n) tel que 7%) -= 0. Il en résulte d’après (29) que l’on a 
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(81) M= En pour nn et n=1,2,..., 
ce qui réalise la condition (c). 

D'autre part, n; Æ ^, entraîne + (,) = w(n,), car dans le cas 
contraire on aurait selon (31) pour toute suite {na} (L) l'égalité 
En, Un, — En, Qn, = O qui est impossible; et s’il existait un 7, naturel 
tel qu’on ait v(7)-<r, pour n=1, 2,..., on aurait selon (31) pour 


la suite x = {fn} où 
{ 1 pour n=n, 


| 0 pour nm 


£ 
on 


Pégalité y,=0 pour n=1,2,..., ce qui est aussi impossible, Ainsi 
la condition (a) se trouve également démontrée. 
Enfin, on a par définition de la rotation: |y|—{|x}, ce qui 


donne en vertu de (31) 
(32) D>, | Bec [esl Sele =Y ln |e pour tout x= {ta} C (KP). 
n=l n=] 


En conséquence, si on choisit, pour tout n, naturel arbitrairement 
donné, la suite x = {&,} de façon à avoir 
= (NL pour Ur 
#0) | 0 pour nn, 
on obtient de (32) |a, |? = 1, d’où 
dition (b). 
La réciproque est évidente. 


a: 
& 


En, | = 1, ce qui prouve la con- 


§ 6. Jsomorphie et équivalence. 

Deux espaces E et Æ, du type (F) s'appellent isomorphes, 
lorsqu'il existe une opération biunivoque et linéaire qui transforme 
E en E, tout entier. 

Soit y = U(x), où xC E et y C E, cette opération; en vertu 
du th. 5 (Chap. HI, § 3), p. 41, Popération inverse x= U-'(y) est 
également linéaire, de sorte que l’opération y = U (x) transforme 
E en E, d’une manière bicontinue. 

Les espaces E et E£, sont dits équivalents, lorsqu’il existe une 
opération biunivoque et linéaire y= U(x) qui transforme EF en E, 
de façon que |y|=|«! pour tout x C E. 
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L’équivalence de deux espaces en entraîne par conséquent 
Visomorphie, mais, comme nous le verrons, la réciproque n'est 
pas vraie. 

Considérons deux exemples. 

1°. Soit (c,) l’espace des suites de nombres réels convergentes 


vers 0. On a.le théorème: 
Les espaces (c) et (ca) sont isomorphes. 


En effet, en posant pour x = {E} C(c) 


un = Jim E; et o = pour i>l, 
ioa 


on a évidemment limy; = 0, d’où, en posant y= {y}, on a yC (c) et il est 
i-yoo 
facile de voir que l'opération y= U(x) ainsi définie est additive et remplit la 
condition | U (x)| <2] «|; elle est donc linéaire. 
Réciproquement, si y= {1 C (c), on n’a qu'à poser pour x = {5} 


Er, ee a i S12). 
pour obtenir xC (c), puisque lim È; =m,» et pour voir que y=0 entraîne x = 0. 
I-poo 


L’opération y= U(x) est donc linéaire et détermine une transformation 


biunivoque de (c) en (c). 
2°. Les espaces des fonctionnelles linéaires définies dans 
(L), (1) où p> 1, (L), (1) et (e) 
sont équivalents respectivement aux espaces 
(LP), (K) où + =1, (M), (m) e (D 
Ce n’est qu'une autre façon de formuler les théorèmes sur la forme 


générale des fonctionnelles linéaires établis au Chap. IV, § 4 (voir p. 61—68). 


Le th. 2, p. 166, implique immédiatement le 
Théorème 4. Les espaces E et E, du type (B) qui sont iso- 
métriques sont équivalents. 


§ 7. Produits des espaces du type (B). 


Etant donnés deux espaces E et E, du type (B), désignons 
par EX E, l’espace que constitue l’ensemble de tous les couples 
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ordonnés x, y où xC E et yC E, lorsqu'on y définit l'addition 
et la multiplication par nombres, en posant 


xy tx y =x, y +y et h x,y = hx, hy 


(bien entendu, où x’C E, y' C E, et A étant un nombre) et en y 
définissant la norme de façon que la condition suivante soit 
remplie: 


(33) limx,:=x, et lim Yr =y, équivaut à lim || Xn, Yn — Xo Yo || = 0, 
cs Noo Noo 


Ainsi défini, l’espace E X E, est également du type (B). Nous 
Vappellerons produit des espaces E et E. 

Il est aisé de voir que la condition (33) se trouvera remplie, 
si on admet en particulier comme norme du couple z = x, y l’une 
ou l’autre des expressions 


1 

1) zl=[lxl+lyli où p>1, 

2) |zl=max{|x|, Iyl] 
et qu'elles ne sont pas les seules convenables pour remplir cette 
condition. Or, on aperçoit aussitôt qu’en choisissant des normes 
quelconques, pourvu qu’elles soient conformes à la conditions (33), 
on obtiendra toujours des espaces isomorphes. 

Pour mettre en évidence quelle norme a été adoptée, con- 
venons de désigner le produit des espaces E et E, dans le cas 
de la norme 1) par (E X E;)y et dans celui de la norme 2) par 
(E X E)n. 

On définit de la même façon le produit d’un nombre fini 
d'espaces E, X EX … X En du type (B). Il est évident que le pro- 
duil des espaces séparables est un espace séparable. 

Le produit E XE portera le nom du carré de E et sera dé- 
signé par E’. 


Théorème 5. Les espaces (L®)), (LP) où p > 1 et (c) sont 
isomorphes respectivement avec leur carré, 

Démonstration, Il suffit de faire correspondre à toute fon- 
ction x (t) C (L) le couple des fonctions x,(¢),x.(¢) définies par 
les formules 
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«== 7) et a=*(> +>) où O<t<i1, 


pour avoir une transformation biunivoque et linéaire de (L) en 
(L®))?, 

De méme, il suffit de faire correspondre 4 toute suite 
x = {f} C (4) le couple de suites x, = {nn}, x, = {bn} définies 
par les formules 

Qn = Go, Ch Camby OÙ n= LS Perea 

pour que l’espace (L) se trouve transformé en (/%))? d’une ma- 
nière biunivoque et linéaire. 

Enfin, faisons correspondre à toute suite x = {&}(C (c) le 
couple x, = {mn}, x, = {tn} défini par les formules 


Yn = Éon m= A et En = Sent EN lim Ba + ŝi où n = il, À CT 
Il vient 

€, = lim, Sp e lime et Se a lim, ou 7 12. 
nes fes 


hoo 
et on voit que c’est une transformation biunivoque et linéaire 
de (c) en (c)’. 


Théorème 6. L’espace (C) est isomorphe avec le produit 
(C) X (6) 3). 

Démonstration. Désignons par E le sous-espace de (C) for- 
mé de fonctions x (¢)C (C) qui satisfont à la condition 


«|; =0 pour n=1,2,... 


Construisons pour toute fonction x (¢)C (C) une fonction 


= —/1 1 
x(t) C (C) telle que «(7 = (+ 
om o tout z naturel 
eerie: pour tou naturel. 

Faisons correspondre à tout x (f)( (C) le couple (formé 
d’une fonction et d’une suite de nombres) 


) et qui soit linéaire dans les 


\ 


intervalles 


1) Ce théorème a été établi par M. K. Borsuk. 
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yO, aa GO) = Oey 


On a évidemment y(t) C E et PE a O: 


| 


Il est facile de voir que la transformation établie par cette 
correspondance est linéaire. 

On aperçoit également que pour tout couple y (£), {iEn C EX (c) 
il existe une fonction continue x (t) telle que y (£) = x (£) — x (t) 


et — x a pour n = 1, 2, ..., de sorte que la transformation 


considérée est biunivoque et épuise les espaces (C) et EX (c) 
entièrement. Ces deux espaces sont donc isomorphes. 

Il en résulte l’isomorphie des espaces (C) X (c) et EX (c) X (c) = 
= EX (c}. Or, (c} étant (selon le th. 5 qui précède) isomorphe 
avec (c), l’espace (C) X (c) est isomorphe avec EX (c), done avec 
(Ch c. q. f. d. v 


Théorème 7. L'espace (C) est isomorphe avec chacun des es- 
paces (C®)) où p = 1, 2, ….®. 

Démonstration. Faisons correspondre à toute fonction x (#) C (CU)) 
(cf. Introduction, § 7, p. 11, 7) le couple formé de la fonction 
y (t) = xP(É) et du système de p nombres: x (0), x'(0), ..., x @—1)(0). 
En désignant par À, l’espace à p dimensions, (C®) est donc iso- 
morphe avec (C) X R, et par conséquent, en vertu du th. 6 qui 
précède, avec (C) X (c) X R,. 

Or, comme (c) X R, est isomorphe avec (c), l’espace (C®) est 
isomorphe avec (C) X (c), donc (encore d’après le th. 6) avec l’es- 
pace (C), c. q. f. d. 


Théorème 8. L'espace (C) est isomorphe avec l'espace (C)*?). 

Démonstration. Faisons correspondre à tout couple x (Z), y (£) 
de fonctions de (C) le couple z(é),£ où z(t) C (C) est la fon- 
ction définie par les formules 


1) Ce théorème a été démontré par M. K. Borsuk. 
2) Ce théorème est dû aussi à M. K. Borsuk. 


§ 8. Espace (C) comme l’espace universel. 185 


ġ | x (2t) pour 0<t <> 

} 

| ¥ CHI) — 90) +2 (1) pour + <t<i 
et € est le nombre déterminé pour tout y (fé) C (C) par l’équation 
é = y (0). 


Ainsi l’espace (C)? se trouve transformé en (C) X R, où R 
désigne l’espace de tous les nombres réels. Cette transformation 


est linéaire et comme on a par définition x (t) =2(5} et 
DORE SM ale “ii: i: 

YO eet. 2 —|+6&, elle est biunivoque. On a ainsi 
We 2 \2/ 


Visomorphie des espaces (C)? et (C) X R, et comme en vertu du 
th. 6, p. 183, (C) est isomorphe avec (C) X (c), l'espace (C) est 
isomorphe avec (C) X (c) X R,, donc, par suite de l’isomorphie en- 
tre (c) X R, et (c), avec l’espace (C) X (c) et par conséquent (encore 
en vertu du th. 6) avec l’espace (C), c. q. f. d. 


Remarque. On ignore si l’espace (C) est isomorphe avec 
celui de toutes les fonctions continues définies dans le carré. 


§ 8 Espace (C) comme l'espace universel t). 

Théorème 9, Tout espace E du type (B) séparable est équi- 
valent à un sous-espace linéaire fermé de l’espace (C). 

Démonstration. Soient [ l'ensemble de toutes les fonction- 
nelles linéaires à la norme < 1 définies dans E et {xn} la suite 
d'éléments de E à la norme < 1, dense dans la sphère | x| < 1. 


Comme distance, posons pour tout couple fi, fà de fonction- 
nelles appartenant à 7° 


ma = V 1 Ain) — fo(xr)| . 
(34) (fi, fa) Lio T+ Dee Cd A 


Nous allons montrer que, avec cette définition de la distan- 
ce, 7 est complet et compact. 


1) Les théorèmes de ce § ont été trouvés en commun par M. S. M a- 
zur et moi. 
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Considérons une suite {/;} où f;C_ 7 pour i= 1,2, … et soit 
lim (fo, fg) = 0. En vertu de (34), il existe donc la limite lim f(x). 
prose hs 


gr 


Comme |f;|< 1, la suite {f(x)} est un vertu du th. 3 (Chap. V, 
§ 1), p. 79, convergente pour tout x C E; par conséquent la suite 
des fonctionnelles {f:} est faiblement convergente vers une fon- 
ctionnelle f et on a |f| < 1, doù fC J. Comme lim fi%n) = f (Xn) 
pour # = 1,2,.., on conclut de (34) que lim (f, f)=0. Ainsi 7° 
est complet. E 


D’autre part, on peut extraire de la suite {/;} par le procédé 
de la diagonale une suite partielle {f;,} telle que lim f: (Xn) existe 
ko 


pour 7=1,2,..., d’où, comme auparavant, l'existence d’une fon- 
ctionnelle fC I telle que lim (fip f) = 0. Ainsi J’ est compact. 
ke 


Il existe par conséquent !) une transformation continue de 
l’ensemble parfait et non dense de Cantor P( [0,1] en ensem- 
ble 7. En désignant par f; T la fonctionnelle qui vient correspon- 
dre au point ¢C P, considérons un élément quelconque x C E et 
définissons y(¢) comme il suit: posons pour tout £C P 


Y () = fax) 


et pour les points de l'ensemble [0, 1]— P complétons la fonction y (£) 
d’une façon linéaire, en posant notamment pour tout ¢( [0,1]—P 


t) = 
3 (€) TU 


t") +y (£), 
où £' et {" désignent les points les plus proches de P tels que 
OA ep 
Examinons les propriétés de la fonction y (¢) ainsi définie. 
Si lim ĉn =f, ot fC P, la suite {f,,} converge faiblement 


-poa 


vers f;,, d'où lim f(x) = f(x), donc lim y (ta) = y (4). La fonction 
nza noa 


y est par conséquent continue dans P. Comme linéaire ailleurs, 
elle est donc continue dans [0,1] tout entier; ainsi y (t) C (C). 


1) v. p. ex. F. Hausdorff, Mengenlehre (Berlin 1927), p. 197. 
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D'autre part, il existe en vertu du th. 3 (Chap. IV, § 2), p. 55, 
une fonctionnelle fC F telle que |f (x)| =! x]. Soit £ C [0,1] le 
point tel que f= fa On a donc |v (to)| = | fax)! = || «|| et comme 


AOC ey) << | pour tout tC P, 


on en conclut en raison du fait que la fonction | y(¢)| atteint son 
maximum dans l’ensemble P, que max |y (¢)| = ||x||. 
OC 


Ainsi, nous avons fait correspondre à tout élement x C E 
un élément y= y(t) C (C) et on voit, en posant y= U(x), que 
cette opération est additive. Comme | y| = |x|, elle est linéaire 
et transforme l’espace E en un sous-espace E, de (C) d’une façon 
isométrique. Les espaces E et E, C (C) sont donc équivalents, 
c. q. f. d. 


Théorème 10. Tout espace métrique séparable E peut étre 
transformé d'une manière isométrique en un sous-espace de (C). 

Démonstration. Selon une remarque de M. Fréchet’) tout 
espace métrique séparable E se laisse transformer isométrique- 
ment en un sous-espace de (m). Une telle transformation s’obtient, 
comme on le vérifie sans peine, en faisant correspondre à tout 
x C E la suite {fn} définie par la formule 


En = (X, Xn) — (Xos Xn) pour n=1,2,... 


où la suite {x,} forme un ensemble dense dans Æ. 

, En conséquence, nous pouvons nous borner au cas où EC (m). 
On montre facilement que l’espace formé de toutes les combinaisons 
linéaires d’éléments de Æ et de leurs limites est un espace du 
type (B) séparable. En vertu du th. 9 qui précède il existe donc 
une transformation isométrique de cet espace, et 4 plus forte 
raison de son sous-espace E, en un sous-espace de (C), c. q. f. d. 


Remarque. En vertu des th. 9 et 10 qui viennent d’étre établis 


l’espace (C) peut être considéré comme l’espace universel pour les 


1) cf. M. Fréchet, Les dimensions d'un ensemble abstrait, Math. Anna- 
len 68 (1910), p. 161. 
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espaces séparables du type (B), resp. métriques. L'étude des es- 
paces du type (B) se réduit donc à celle des sous-ensembles li- 
néaires fermés de l’espace (C). 


§ 9. Espaces conjugués. 


Etant donné un espace E du type (B), l’espace E de toutes 
les fonctionnelles linéaires définies dans Æ est évidemment aussi 
du type (B). Nous appellerons E l’espace conjugué avec E. 


Théorème 11. Si deux espaces E et E, du type (B) sont 
isomorphes, resp. équivalents, les espaces E et E, sont également 
isomorphes, resp. équivalents. 

Démonstration. En effet, si une opération linéaire y = U(x) 
transforme E en E, d’une manière biunivoque et bicontinue, 
l'opération conjuguée X = U (Y) transforme en vertu du th. 5 
(Chap. X, § 1), p. 149, l’espace E, en espace E tout entier égale- 
ment d’une manière biunivoque et linéaire, d’où l’isomorphie de 
ces derniers espaces. 

Si, en outre, E et E, sont équivalents, on a pour les fon- 
ctionnelles linéaires correspondantes X et Y: 


|X| = borne sup X (x) = borne sup Y[U(x)]= borne sup Y(y)=/ Y], 
|x|<1 lai< 1 <1 


de sorte que les espaces E et E, sont dans ce cas équivalents, 
c. q. f. d. 

Remarque. Cependant, équivalence des espaces E et E, wen- 
traîne pas toujours celle des espaces E et E 

Considérons, à titre d'exemple, les espaces E = (c) et E = (c)?,'). 
Comme espaces conjugués avec eux on obtient E=(/) et E, = (021) 
et on établit facilement leur équivalence. Mais il wen est pas 


ainsi des espaces E et E. Nous pouvons regarder E comme 
l'espace des fonctions continues définies dans l'ensemble Q com- 


1 
posé de nombres 0 et — où n= 1,2, et l’espace E, peut être 
n 


1) Pour la signification des indices dans ces symboles voir p. 182. 
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considéré comme celui des fonctions continues définies dans l’en- 


semble Q, formé de nombres 0,1, l et 14 : où 2=1,2,... Or, 
n n 


les ensembles Q et Q, en question n’étant pas homéomorphes, 
on en conclut en vertu du th. 3, p. 170, que les espaces F et E 
ne sont pas isométriques, donc a plus forte raison équivalents. 


Théorème 12. Si l’espace conjugué E est séparable, l'espace 
E Vest également. 

Démonstration. I C E désignant l’ensemble des fonction- 
nelles linéaires définies dans Æ à la norme 1, il existe par l’hy- 
pothése une suite {X,}, où Xn C T, dense dans T. 

Soit {xa} la suite d'éléments de Æ qui remplissent les con- 
ditions | 

(35) | Mel = 2 (6) >= pour n=1,2,... 


En supposant que l’espace E ne soit pas séparable, on peut 
affirmer que la suite {x,} n’est pas fondamentale dans E, donc, 
en vertu du th, 7 (Chap. IV, § 3), p. 58, elle n’y est pas totale. 
Il existe par conséquent une fonctionnelle linéaire X C J telle que 


(36) (Niet et Ge Oe POUR = iy a o 
En posant Zn = Xn — X, on a par conséquent selon (35) et (36) 
Zn) = Xn(Xn) — X (Xn) > ; » dou Zal- > donc | X, — X|> 7 


pour tout n naturel, ce qui est impossible, la suite {X,} étant 
supposée dense dans /'et X appartenant à T. 


Théorème 13. Etant donné un espace E du type (B) sépara- 
ble et tel que toute suite {xs} d'éléments de E à normes bornées 
dans leur ensemble contient une suite partielle faiblement conver- 
gente vers un élément de E, l’espace E est équivalent à l'espace 
E (conjugué de E). 

Démonstration. Soit G l'ensemble des fonctionnelles linéai- 
res F(X) définies dans E et telles que F(X)=X(x,) pour tout 
XCE et pour un x, C E qui ne dépend que de F. On a done 
F(X)| <|X|-|*,|, d’où l'inégalité |F| < |x|. En vertu du th. 3 
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(Chap. IV, § 2), p. 55, il existe d'autre part une fonctionnelle 
X CE telle que |X,|=1 et X(x) = |x|, done F(X) =|%|; 
d’où l'inégalité |F| > |x,|. Les deux inégalités donnent |F| = |x) |. 

G est un ensemble total (dans l’espace E des fonctionnelles 
linéaires définies dans E). 

En effet, si pour un X, Gis on a F(X,) =0, quel que soit 
FC G, on a aussi X,(x) = 0, quel que soit xC E, donc X, = 0. 

Nous allons montrer que l’ensemble G est transfiniment fermé. 

Soient à ce but à un nombre-limite quelconque et {F} où 
F CG pour 1<&<4 une suite transfinie de fonctionnelles 
à normes bornées dans leur ensemble. Il existe donc un nom- 
bre M> 0 tel qu'on a | Fr] < M pour 1 <<% et par définition 
de G toute fonctionnelle Fg est de la forme F(X) = X (x). L’es- 
pace Æ étant par hypothèse séparable, soit {x:} la suite dense 
dans £. 

Pour tout z naturel désignons par x”) un terme arbitraire- 
ment extrait de {x;} qui satisfait à l'inégalité 


1 
(n). — REA 
(37) | xf" x| < 7 
et posons 2 
FOX) = X(x) pour XC E. 
Dans le cas où Ÿ est confinal avec (donc où il existe une 


suite {&;} à i naturels de nombres transfinis tels que lim Ẹ; — à 
co 


et & <ð pour i = 1, 2,...), la suite {x{} renferme une suite par- 
tielle faiblement convergente vers un élément x{ C E. Evidem- 
ment on a alors 


lim F(X) > lim F(X) = lim X (x) > X (x) 
E- »{} E i900 Ej À io Èi 


et par conséquent la fonctionnelle F(X) = X (x™) est une limite 
transfinie de la suite {F}. 

Dans le cas où le nombre-limite + n’est pas confinal avec 
w, la suite transfinie 1409}, qui ne contient par définition qu'une 
infinité au plus dénombrable de termes différents, renferme un 
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terme x tel que pour tout n < è il existe un É > y donnant lieu 
à l'égalité xi”) = x«™, On a alors 
lim F(X) = = tin X (xp) > > X (x), 
—>0: 
de sorte que la fonctionnelle F(X) = X(x™) est encore une 
limite transfinie de la suite {F}. 
Ceci établi, considérons la suite {x}. On peut en extrai- 


re une suite faiblement convergente vers un x C E. Posons 
X (x) = FX). On a donc d’une part 


(38) lim F(X) > F(X) pour tout XC E 
oo 


et d'autre part, par définition de G, F C G. Or, on a selon (37) 
X (x) > X (xf) — “a |X|, d'où, par définition de FÆ et F”, 
= 3 


lim F(X) = Um X (x) > Üm X af) — oh in Ce) ee 
Eg Engh E n E->9 ë n 


S eS = — — | X| et par conséquent, selon (38), Be F(X) > 


> lim ae > F(X). La fonctionnelle F, est ae une limite 


en 
transfinie de la suite {+} et puisque F, C G, l'ensemble G est 
en effet transfiniment fermé. 

Comme total et transfiniment fermé, l’ensemble G coïncide 
en vertu de la remarque (Chap. VIII, § 2), p. 117, et du lemme 3 
(Chap. VIII, § 3), p. 121, avec l'espace E. 

Par définition de G, à tout FCE vient donc: correspondre 
un x(_ E tel que, comme il a été prouvé au début, |F|=}x|}. 
L’opération U (x) = F est par conséquent biunivoque, linéaire et 
transforme E en E sans altérer la norme. Les espaces E et E 
sont donc équivalents, c. q. f. d. 


Remarque. Ainsi p. ex. les espaces (L®) et (I) où p>1 
sont équivalents aux espaces conjugués avec ceux des fonction- 
nelles linéaires définies dans eux (cf. p. 181, 2°). 
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Théorème 14. L'espace conjugué avec le produit des espaces 
du type (B) est isomorphe au produit des espaces conjugués avec eux. 

Démonstration. E,, E>, … , En étant des espaces du type (B), il 
s’agit d'établir l'isomorphie entre l’espace E où E = E, X Ey X ne X En 
et l’espace ra X E, X.X En On peut se borner au cas où n = 2. 

Désignons respectivement par X,,x, et z les éléments de 
E,, E, et E et par X,, X, et Z les fonctionnelles linéaires définies 
dans ces espaces. 

Soit H l'ensemble de tous les couples x,,9 où x, C E. Nous 
pouvons donc regarder H comme un sous-ensemble de E= E, XE, 
et par conséquent toute fonctionnelle linéaire Z, considérée dans 
l'espace H, détermine une fonctionnelle linéaire X, définie dans 
E,. Posons 

Z (=X pour z — 778 


et d’une façon analogue 
Z (Z)= XX.) pour z=0,x. 
Pour 2 = *,,%, on a donc, comme il est facile de vérifier, 
(39) Z (2) = X(x) + X(x). 


Réciproquement, étant données deux fonctionnelles linéaires 
X,CE, et X, CE, la formule (39) détermine la fonctionnelle ZC E. 

La correspondance est biunivoque et établit une transformation 
linéaire de E, XE en E tout entier, donc Visomorphie de ces deux 
espaces, q. f. d. 


Remarque. En posant E=[E, X E, X … X Eslr, resp. E= 
= [E X E, x... X En|m, on aperçoit aisément que l’espace conjugué 


E est isométrique pour p> 1 avec l’espace [E XE,X MOOV et 
~~ = iv 
pour p = 1 avec l’espace [E, X E, x... X Enlm, resp. avec l'espace 


Perte ©), 


CHAPITRE XII. 


Dimension linéaire. 


§ 1. Définitions. 


Etant donnés deux espaces E et E; du type (F), nous dirons 
que la dimension linéaire de l’espace E ne dépasse pas celle de 
l’espace E, en formule: 


(1) dim, E < dim, E;, 


si E est isomorphe avec un sous-espace vectoriel fermé de £. 
Les espaces E et E, s’appelleront de dimension linéaire égale, 
en formule: 
dim, E = dim, E,» 
lorsqu'on a les relations (1) et 


(2) dim, E, < dim, E 


à la fois. 
L'espace E sera dit de dimension linéaire inférieure que E,, 
lorsqu'on a la relation (1) sans avoir (2). En formule: 


dim, Ea dim, Er 


Enfin, les dimensions linéaires de ces espaces s'appelleront 
incomparables, lorsque les deux relations (1) et (2) sont en défaut. 


Les espaces isomorphes sont donc toujours de dimension 
linéaire égale. On ne sait pas si la réciproque est aussi vraie, 
mais je considère comme très probable qu’il existe des espaces du 


S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 13 
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type (B), même séparables, qui soient des dimensions linéaires 
égales sans être isomorphes. 


Tout espace qui est isomorphe avec l’espace euclidien 1-dimen- 
sionnel sera dit simplement à n dimensions. Un espace du type (A) 
pour lequel un tel # n'existe pas sera dit à une infinité de dimensions. 


§ 2. Dimension linéaire des espaces (c) et (IP) où p > 1. 


Théorème 1. Si on a pour un espace E du type (B) 


(3) dim, E < dim, (c) 
ou bien 
(4) dim, E < dim, (K) pour un p>1, 


E est un espace à un nombre fini de dimensions. 


Démonstration. L'espace (c) étant isomorphe avec l’espace 
(co) des suites de nombres convergentes vers 0 (v. Chap. XI, § 6, 
p. 180, 1°), il existe en vertu de (3) un ensemble linéaire et fermé 
GC (c), isomorphe avec E. En supposant que E, donc aussi G, 
est à une infinité de dimensions, il existerait pour tout NV naturel 
une suite de N+1 éléments z: G où i=1,2,..., N+1 telle que 
N+1 
V'azi=0 entraîne à, = 4 =. = any = 0. 
Par conséquent, si on pose z; = {fi}, on trouvera des nom- 
bres &; où /=1,2,.., N+1 qui (sans être tous égaux à 0) vé- 
N41 
rifient les équations ») a; Bi = 0 pour 7 = 1,2, ..., N. En désignant 
i=1 


N41 
par {8} la suite z = > «z on obtient donc 
il 


(5) |z|>0 ef Be=O pour n=1, 2,... N. 


Il est ainsi établi qu'il existe pour tout N naturel en élé- 
ment z= {$a} de G ayant les propriétés (5). 

Définissons à présent par induction une suite {yj}, d’élé- 
ments de G où y: = {nf}, en choisissant arbitrairement comme y, 
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un élément de G tel que |y,| = 1 et comme y: où i= 2,3,... un 
élément de G tel que l’on ait 


(6) y| =1 et n =0 pour n=1,2,.., Ni, 


le nombre Ni— étant le plus petit de ceux qui satisfont à l’iné- 
galité 


n 


(7) legit ee pour tout n > Ni. 


L'existence d’une telle suite {y;} résulte aussitôt de la pré- 
misse qui vient d’être établie. 
Soit G, l’ensemble composé de tous les polynômes de la 


r 
forme }’ ai yi où r = 1, 2,.. et de leurs limites. G, est évidem- 
t&l 


ment un ensemble linéaire et fermé. 
Ceci dit, considérons une suite bornée quelconque x = {&} 
et posons 


(8) Yin = do e Pm e= lg A 


=l 
Nous allons montrer que 
1 3 
(9) — [|x| < borne sup |a| <5 ||*/l. 
6 1<n<co 2 
En effet, étant donné un indice 7, il existe en vertu de (6) 
un m; naturel tel que 
(10) al =i DRP =, À cos 
d'où par définition de N; 
(11) Ni-1 < mi < Ni 
et par conséquent lim N; = œ; il existe donc un k naturel tel 
io 
que l’on a pour l'indice ” en question 
(12) Nr << Ne y 
où M = 1. 
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Pour tout i> on a par conséquent selon (11) Ne < Mix, 
d'où, selon (12), n < Nim. On en conclut en vertu de (6) que 
ni = 0 pour tout i > k, donc d'après (8) que 


k 
(18) Th =) Erni. 
=i 
Pour tout ¿<k on a en même temps selon (11) N; < Nk—, 
d’où selon (12) N; < n, donc d'après (7) vi] < = Comme |7%|<1 


et |& |< ||x|| pour tout à, il en résulte en vertu de (13) que l’on 


k—1 
a d'une part la relation || < eal DE ai + Ix] < Z lle, d’où 
(14) sons Su inl < L IEA 
P Pp Nn > 2 | ? 


et d’autre part, pour tout À satisfaisant à (12), la relation 
1 1 
Balter Tél j E fe de Il, 
(15) [m] > | Ekl [m1 vid ai > | Sel] ni > Il + | 


2 
Or, il existe un & tel que Frs || «||, done conformément 
à (10), que | "hay | = 1. Par conséquent, la relation (15) étant dé- 
duite pour l’indice z donné arbitrairement, on en tire pour n = my: 
2 1 lt oe! 
— || x || — — || «|| = —|] xl, d'où borne sup | qi > —|| xil. 
mel > let als lel mme sup || > x 


En rapprochant cette inégalité de l’inégalité (14), nous voyons que 
la formule (9) se trouve ainsi établie. 


Faisons à présent correspondre à tout x = {&;} la suite y = {nn}, 
définie par l'égalité (8). En vertu de (9) la suite y est bornée 
et on a, en posant y = U (x), 


(16) Zle <U w< lel, 


de sorte que lopération U (x) est linéaire. 
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D’autre part, pour x; = {êi}, où 

f 1 pouri=n 

| 0 pour in, 

on a par définition y;= U (x:) pour /=1,2,... Par conséquent 


gi = 


n 


pour x = {6} C (c) on a x= X éx; d’où, par suite de la con- 
i=l 


tinuité de l'opération U(x), il vient y = U(x) = X &: U (x) =X y 
i=l i=1 
donc, cette dernière série étant convergente, on obtient y C Gp. 


Réciproquement, soit y (C G,. Par définition de G, on a donc 
la fn 


Y = lim Sn où Sr = ao Yi pour tn = =o a” x; ON a par conséquent 
noo 


La 


ta C (©) et U(ts)=S,. Or, la relation (16) donne $ |f,—t IES 


MOE — ty) | =| Sp — Sal; Laane An i Sp — Sal = 0 AGE donc 


lim | p — {| = 0. Ainsi la suite tt, at convergente. En posant 
perce, 


g-ye0 
x=limf,, on a donc x C (c,) et U (x)= y, de sorte que l'opéra- 


AS 


tion U (x) est biunivoque et transforme (co) en G, tout entier. 
Les espaces (c) et G, sont donc isomorphes et comme 
GC G, on en conclut que dim, (co) < dim, G, ce qui entraîne 
par suite des isomorphies entre G et E et entre (c,) et (c) que 
dim, (c) < dim, E, contrairement à l'hypothèse (3). Le nombre de 
dimensions de E est par conséquent fini, c. q. f. d. 
Pour ({®)) où p > 1 la démonstration est analogue. 


§ 3. Dimension linéaire des espaces (L®) et (IP) où p> 1!). 

Théorème 2. Toute suite de fonctions {xi(t)} appartenant 
à (L®), faiblement convergente vers 0, contient une suite partielle 
{xi,(t)} telle que l'on a 


(17) X ra |_| O(n) pour 1<p<2 


O(n?) pour pe2. 


1) Les théorémes de ce § ont été trouvés en collaboration avec M. 8. 
Mazur. 
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Démonstration. Nous allons nous appuyer sur l'inégalité sui- 


vante pour p — 1: , 
E 


(18) |a+bkr<|alP+plaltb-signa+A|br+B a Pb 1) 
J—=2 
où a et b sont des nombres réels quelconques, À et B des con- 
stantes qui ne dépendent que de p et E(p) désigne l'entier de p. 
Par conséquent le dernier sommande disparait, lorsque p < 2. 
Définissons la suite {x;,} par induction, en posant i,=1 et 
en désignant par in où # > 1 un nombre naturel arbitraire satis- 
faisant à l'inégalité 


1 
(19) p f | Sn_a(t) F1: sign 54-16) - x(t) dt <1 


n—1 
où saal = > x(t). Un tel ¿n existe, puisque par l'hypothèse la 
k=1 


suite {x;(£)} converge faiblement vers 0 et |s:_1(#) P~! C (L) où 
1 1 
—+—=1. 
P q 

L'inégalité (18) donne pour a = s,_,(t) et b = x;,(f) par inté- 
gration: 


1 il 1 
(20) i | sn? dt < | | Sai? dt +p | [Sni Pi- sign Sna i, dé + 
0 0 0 


z B) À 
HA [la Pat+ BN" fisa P |x} dt. 
0 ses 0 


La convergence faible de la suite {x,(¢)} implique en vertu 
du th. 1 (Chap. IX, § 1), p. 133, que la suite des nombres {|| x; ||} 
est bornée et on peut admettre sans restreindre la généralité du 
raisonnement que 


(21) ITEM pour n — i, 2ye 


1) Pour la démonstration de cette inégalité voir S. Banach et S. Saks, 
Sur la convergence forte dans les champs L?, Studia Mathematica II (1930), p. 52. 
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Or, dans le cas où p >2 on a selon (21) en vertu de l'iné- 
galité de Riesz (cf. Introduction, § 2, p. 2) pour 2 <j < £: 


1 1 


fi a E mn eE il [oa (Pe 
0 


d'où, selon (19) et (20), || Sn ||? < || Soa ||P +1 +A + Bp (1 + || Sn_1||?), 
ce qui conduit par itération à la forme 


p= 


j T yp 
p <1+| {Is 1 atl? 


n—1 
(22) (sale <- C-n +D X's 
k=1 


où C=1+A + Bp et D = Bp. 
Soit M = C+ D +2, Nous allons montrer par induction que 
1 


(23) sal < M-n? pour n=1,2,.. 


En effet, par définition de s, et d'après (21) on a |s,| <1 


et, en admettant que l'inégalité (23) est vraie pour les indices infé- 
n=) p—2 

rieurs à un # donné, on a selon (22) || sn < D: Me? Sk? +00 < 
k=1 


Lt UA ee 
<D- Me -n? + C-n< Mn? (D:-M4n ?C-M-), ce qui en- 
traîne l'inégalité (23), puisque, comme on vérifie facilement, la 
somme en parenthèses est < 1 pour p > 2. 


1 
En vertu de (23), l'égalité || s,|| = O (n?) pour p > 2 est ainsi 
établie. 


Passons au cas où 1<p< 2. Par définition de s, on tire 
1 1 
de (20) et (21) [| sn? dé <J [Sn dt +1 +A +B, dou 
0 0 
< || s| + C où C=1 + A+B et par conséquent || s, IP < || s; ||P + 
+C(n—1)<C n donc, en posant Me =C nous obtenons 


1 

|Sn|| < M-n”, de sorte que dans le cas en question légalité 
1 

| Sn || = O(a?) se trouve aussi établie, c. q. f. d. 
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Remarque, Le théorème précédent cesse d’être vrai, quel 
que soit p> 1, si on remplace dans les relations (17) le signe 
O par o, 


En effet, pour p> 2 soit x(t) = sin 2mit. Comme on a 


1 
lim i æ (t) sin 2zit dt = 0 pour toute fonction intégrable « (ft), la 
io 
0 
suite {x(#)} est dans (L) faiblement convergente dans l'intervalle 
[0,1]. En posant s,(f) = X x;,(t) où {x,(#)} désigne une suite partielle 
k=1 
p 


arbitraire, on a done ||s4(t)|| = Vf Salt) P dt > V jso at 2 


T a 
= I be, ce qui prouve que O ne peut pas être remplacé par o. 
Pour 1 <p < 2, en posant 
| 2° pour LÉ 5 
x(t =i 
) | 1 1 
| 


0 pour << et gi SE <1, 


p 
ee 

on a pour toute suite partielle {x;,(f)} l'égalité || s» || =} f boire 

à 


Pp 
=yn, qui montre l’impossibilité de rempacer O par o aussi 


dans ce dernier cas. 


Théorème 3. Toute suite {x} d'éléments de (Ll) où p> 1, 
faiblement convergente vers 0, renferme une suite partielle {x;,} telle 


que 
1 
= © Gak 


Démonstration. Soit x; = {&}. La convergence faible de {x;} 
vers 0 entraine (cf. p. 137), que 


n 


De 


k=1 


(24) 
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(25) limé=0 pour r=1,2,.. 
et que Lo 
(26) | Xi | <M DOUTER 


La définition recurrentielle de la suite {x;,} est la suivante: 
Xi, =X; et x, où n>1 est un terme arbitraire de la suite {Xi} 
satisfaisant à l’inégalité 


N N 
(27) Deter <D 1g +1, 
j=i J=1 


n=—1 
où {E} = 5,1 = À Xi, et N désigne un nombre naturel tel que 
Kal 


(28) y 


JEN 


LES 


Un x; ainsi défini existe en vertu de (25). On a par défi- 
N oo 

nition: || Sn ||? => | Sn—1 + Xi, \|? = D | Ë Ci Éin |? + > | ey + gin A d’où en 
jal - JEN 


N 
vertu de (27) et de l’inégalité de Hélder ||s |r < Dd |&|?+1+ 
j=l 


i 


7 Pepa crake Rea 
F | NE AT +| 5 Enr | et par conséquent selon (26) et (28) 
EN te = ae 


| Sp \|? 3 | Sn—1 \P + 1 ie (1 ap M}? = | Sn—1 ||P + © où C = 1 + (1 + My). 
Il en résulte que | sa|? < C-n, d'où par définition de s, l'égalité 
(24), q. f. d. 


Remarque. Le th. 3 qui précède cesse d’être vrai pour tout 
p> 1, si on remplace O par o dans la formule (24). 
En effet, il suffit de poser 


fre 


; =| 1 pouri=r 
« 0 pour iÆr, 

1 

= nP, quelle que soit la suite partielle {x;,}. 


n 


È Xi, 


I= 


pour avoir 


Nous allons déduire des th. 2 et 3, qui viennent d'être éta- 
blis, plusieurs relations d’une part entre les dimensions linéaires 
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des espaces (L) et (L), d’autre part entre celles des espaces 
(J) et (KD) et enfin entre les dimensions linéaires des espaces 
(L®)) et celles des espaces (/%), en posant partout p> 1 <q. 


Lemme. Si dim, (L®) < dim, (L@) où p>1<4q, alors on a 
soit q <p <2, solt2<p<q. 


Démonstration. Il existe par hypothèse une opération liné- 
aire y = U(x), où x C (L®), qui transforme (L™) en sous-espace 
fermé G de (L™) d'une façon biunivoque et continue. Etant donnée 
une suite {xn} où xn C (L®), faiblement convergente vers 9, il en 
est donc de même de la suite {yn} où y, = U (Xn). En vertu du 
th. 2, p. 197, il existe par conséquent une suite partielle {y,,} telle 


pour q > 2. 


que 
| 1 

pour 1<q<2 
(29) = OU) où 9D =} 7 
2 


L'opération inverse x= U-'(y) étant continue, il existe un 


M> 0 tel que ||x||< M||y|| pour tout y C G, d’où 


n | 
de 
Ph 


{x} étant une suite arbitraire faiblement convergente vers 0, on 


n 
oy Xi, 
k=1 


et par conséquent, selon (29), = O(n*()), donc, 


conclut de (29) que 
(30) ẹ (p) <9 (4). 


Or, comme les espaces des fonctionnelles linéaires défi- 
nies dans (L®) et (L) sont (cf. Chap. XI, § 6, p. 181, 2°) 


GF), (4) 


isométriques respectivement avec (L 2—1) et (L 9-1), nous pou- 
vons admettre que l’opération conjuguée X = U(Y) transforme 


q p 
Are i) en AA 1") et il résulte du th, 3 (Chap. X, § 1), p. 148, 


Pp 
qu’elle a pour contredomaine l’espace (Lo 1), tout entier. En ver- 
tu du th. 10 (Chap, X, § 1), p. 150, il existe donc un m > 0 tel 
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qu'à chaque XC (L (=i) vienne correspondre un Y (_ L'a T) de 
façon qu'on ait X= U (Y) et | Y| <mIX]. 


Ceci dit, soient {Xn} une suite quelconque d'éléments de 


=), faiblement convergente vers 0 et {},} la suite assujettie 
aux conditions X, = U(Y,) et | Yn! < m|Xn| pour tout # naturel. 
La suite des normes {| Y,|} étant done bornée, il existe (voir 
Chap. VIII, $ 7, p. 130), une suite partielle {Y,,} faiblement 
convergente. Si on en désigne la limite par Y, il vient U(Y,)=0, 
puisque la suite {X,,} converge faiblement vers 0. On a en con- 
séquence X,=U(Yn,— Yo) et, en outre, la suite {Y,,— Yo} con- 
verge faiblement vers 0. En posant Y;= Yn, —Y, pour i=1, 2,..., 
on peut donc en extraire en vertu du th. 2, p. 197, une suite 
partielle {Y;,} telle que 


n E 
(32) > Ya = 0 (n? Gi) 
RET 
d'où, en posant X;, = U (Y), on obtient | X}| < |U |-| Yi,| et 
o(a) 
(33) ip) = OEN 


La suite {X;,} étant par définition extraite de {X,}, on con- 
clut de (32) et (33) en vertu de la remarque p. 200, que 


(34) a ee) 


d'où selon (30) et par ee de la fonction + on tire sans 
peine les inégalités qu’il fallait démontrer. 


On déduit facilement de ce lemme les théorémes suivants. 
Théorème 4. Si dim, (L%) = dim, (L) où p>1<q, on a 


as) 
Il 
= 


Théorème 5. Sil<p<2<4q, les espaces (LP) et (L) sont 
des dimensions linéaires incomparables. 

Théorème 6. Si 1<p + 2, on a dim, (L?) < dim, (ZW). 

Démonstration. Soit pour x (t) C (L): 
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y (À) = Ne; cos 2it + b; sin 2'f) 
= i=l 
tie fs 1 
où a = — [x@ cos it dt et = =e x (t) sin it dt, quel que soit 
o Sa 
k = O ly ox 


24 


Comme Da + 67) = J x(t) dt, il existe !) une constante M> 0 
=) ` 


0 
(ne dépendant que de p) telle que 


on 


[fror <a 


D 
0 


= mE 

Date. 

=O) 

En posant y = U(x), on a donc y C (L) et l'inégalité pré- 
cédente peut être écrite dans la forme 


lyi < Mlali, 


de sorte que l'opération U (x) est linéaire. 


Il existe?) d’autre part une constante K telle que 


[Eare 


1 2% 
Le K f \y(t)| dt, d’où en vertu de l'inégalité de 
Riesz (v. Introduction, § 2, p. 2): 


x 1 p 
Nas ie a r 
> (a: +)] < KV 


fooral, 


0 


| 
done ||x|| < C||y|| où C= Ky2r, de sorte que U (x) admet l’opé- 
ration inverse continue. 


On a par conséquent la relation 


dim, (L2) < dim, (L) 


1) en vertu d'un théorème de M. A. Zygmund (v. Sur les séries tri- 
gonométriques lacunaires, Proceed. London. Math. Soc. 5 (1930), p. 188—145). 


2) voir S. Banach, Lakunire trigonometrische Reihen, Studia Mathema- 
tica II (1930), p. 212. 
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où le signe d’égalité est exclu (puisqu’on aurait alors en vertu 


du th. 4, p. 203, légalité p = 2, contrairement à l'hypothèse), 
ec. q. f. d. 


Il est à noter que le problème suivant reste ouvert: est-il 


vrai que pour q<p<2, ainsi que pour 2 <p <q on a toujours 
dim, (L®) < dim, (LM) ? 


Pour les espaces (/®) et ({9) on a le 


Théorème 7. 


Les espaces (KP) et (KO) où 1 <p q> 1 sont 
des dimensions linéaires incomparables. 


Démonstration. En posant dim, (/”) < dim, (J) et en pro- 
cédant comme dans la démonstration du lemme, p. 202, on obtient 


en effet les inégalités (qui correspondent aux formules (30) et (34)): 
p q P q 
d’où p =q, contrairement à l'hypothèse. 


Passons aux relations de dimensions linéaires entre (L) 
et (1%), 


Théorème 8. Si dim, (L™) < dim, ({®) où p>1<q, ona 
p=q=2. 


Démonstration. 


Par le méme procédé on obtient (au lieu de 
(80) et (84)): 
1 —1 
ae | eee da 
ARS dr 
où 
| 1 
| p pour n < 2 
(35) ems] o 
| 9 pour n> 2, 


Il en résulte aussitôt que p = q = 2, c. q. f. d. 


Le th. 8 qui précède entraîne en vertu du th. 1 (Chap. XI, 
§ 2), p. 165, le 
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Corollaire, Pour que dim, (L®) = dim, ™), il faut et il suf- 
fit que p=q=2. 

Théorème 9. Si 1 <p 2, on a dim, (L™) > dim, (J). 

Démonstration, En effet, si on avait par contre dim, (LM) < 
< dim, (W), on aurait en vertu du th. 8, p. 205, en y posant 
p =q, l'égalité p = 2, contrairement à l'hypothèse. 

Il reste donc à montrer que les espaces en question sont 
de dimensions linéaires comparables. Posons à ce but 


| 2” pour oi < A ra 
Jit) ={ ; f 
| 0 pour O<É<-; ef ga ESA, 


1 
d’où a (y(t) |? dt = 1, done yt) C (L) pour i= 1, 2, …; soit pour 
fous = ad) 


yO = Mey, 


t 


||". En posant par conséquent y = U (x), 


1 
d’où /|y (6|? dt = 
J - i=] 
on obtient || yj| =| x]|, ce qui prouve que l'opération U (x) est 
linéaire et admet l'opération inverse continue. Or, elle transforme 


par isomorphie (KP) en sous-espace de (LP). 


Théorème 10. Pour 1 <q <p<32, de même que pour 2<p <q, 
les espaces (L‘)) et (K) sont des dimensions linéaires incomparables. 

Démonstration, En supposant que dim, (L®) > dim, (J), on 
aboutit par le raisonnement employé dans la démonstration du 
lemme, p. 202, aux inégalités (analogues à (80) et (34)): 


1 fate (2 
— = 9 et — <4 ` 
à < (p) A ee 


où la fonction ¢ est définie par la formule (35), p. 205. On en 
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déduit aussitôt qu'on a soit p < q < 2, soit 2 < q < p, contraire- 
ment à hypothèse. 


La question suivante reste cependant non résolue: est-il 
vrai que p<q<2, de même que 2 <q <p, entraîne l'inégalité 
dim, (L®) > dim, (J) ? 


ANNEXE. 


Convergence faible dans les espaces du type (B). 


Nous distinguons dans les espaces du type (B) deux notions 
de convergence faible, à savoir: la convergence faible des fon- 
ctionnelles linéaires et celle des éléments +). Les deux notions 
sont évidemment différentes. Nous allons ajouter ici quelques 


x 


théorèmes relatifs à l’étude de ces notions. 


$ 1. Les dérivés faibles des ensembles de fonctionnelles liné- 
aires. 


Etant donné un espace du type (B) séparable, soit l un en- 
semble quelconque de fonctionnelles linéaires définies dans E. 

Appelons une fonctionnelle linéaire X point @accumulation 
faible de l’ensemble 7, lorsqu'il existe une suite de fonctionnelles 
{Xp}, où X,=4 X et XC 7 pour tout k = 1, 2, … , qui converge 
faiblement vers la fonctionnelle X. 

L'ensemble de tous les points d’accumulation faible de len- 
semble 7 sera dit le dérivé faible d'ordre 1 de T, et le dérivé 
faible du dérivé faible d'ordre n — 1 de J s’appellera dérivé faible 
d'ordre n de /. Les dérivés faibles successifs de / seront dési- 
gnés par Tap loy -s Fin), + 

Si J est un ensemble linéaire, on a évidemment 


rE ra C io C o C ay o 


1) ef. Chap. VIII, § 4, et Chap. IX, § 1. 
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Il est facile de donner un exemple d’ensemble linéaire 7 
qui soit fermé, sans être faiblement fermé. 


Considérons, en effet, comme 7 l’ensemble des fonctionnelles linéaires 
définies dans l’espace (co) 1) de la forme 


(1) Mii Ce), 


i=1 


où x= {EN C(e) et Cy => C; 
1—2 


On constate aisément que l'ensemble F ainsi défini est linéaire, 
fermé et qu'il ne contient pas la fonctionnelle de la forme (1) où C;, = 1 et 
C;=0 pour i= 2,8,.. Or, cette dernière fonctionnelle étant (voir Remarques 
au Chap. VIII, § 6, p. 239) la limite faible de la suite {Xk des fonctionnelles 


de la forme (1) où 
c SA 1 pour i=1 où i=k 


© VO pour if1 et ik, 


l’ensemble / n'est pas faiblement fermé. 


Théorème 1. M existe pour tout n naturel un ensemble liné- 
aire de fonctionnelles linéaires définies dans l'espace (c,) et dont le 
dérivé faible d'ordre n n'est pas faiblement fermé °). 

Démonstration. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans 


(c,) étant de la forme (1) où x = {&} C (co) et > |C;|=|X|, soient 
=l 


A, l’ensemble de celles où l’on a Cx = 0 et 4, l'ensemble de cel- 
les où CG a = 0 pour i = 1, 2,... 

Faisons correspondre d’une façon biunivoque a tout couple 
r,s de nombres naturels un nombre pair N (r,s) et désignons par 
Zrs la fonctionnelle linéaire définie dans (co) de la forme 


Zna (x) = C4 où x = {6} C (6) et telle que 


i=1 


1) c. à d. dans l’espace des suites de nombres réels convergentes vers 
0 (cf. Chap. XI, § 6, p. 180). 

*) cf. Chap. IV, § 4, p. 66. 

3) Le premier exemple d'un ensemble linéaire de fonctionnelles linéai- 
res dont le dérivé faible n’est pas faiblement fermé a été donné par M. S. 
Mazurkiewicz (Sur la dérivée faible d'un ensemble de fonctionnelles linéaires, 
Studia Mathematica II (1930), p. 68 — 71). 
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pour i=Ni(r,s) 
pour iN (r,s). 


Considérons un ensemble linéaire quelconque G de fonction- 
nelles linéaires définies dans (c,). Soit Æ Pensemble de toutes 
les fonctionnelles de la forme (1) où Cx = 0 pour i = 1, 2,... et telles 


eau Le | 
(2) Ci | o 


que la fonctionnelle X Cy; &: appartienne à G. L’ensemble H ainsi 
= 


défini est évidemment linéaire et on a HC 4, Comme sous- 
espace de (/), l’ensemble 4, est séparable. #7 contient donc une 
suite de fonctionnelles {Y,} dense dans l’ensemble des fonction- 
nelles à normes < 1, appartenant à H, et telle que 


(3) ye I pour tr 71,2, 2, 
Posons pour r et s naturels: 
(4) X,,s = Y, aP tZy,s 


et désignons par / l'ensemble linéaire des fonctionnelles X de 


la forme 


(5) X= Grs Xr5 = 5 Y 5 ars + j (Athos Brake 
1=1 s=1 r=1 
s= 


r=1 
s=1 


où il n’y ait tout au plus qu’un nombre fini de a, non nuls. 
En raison de (4) et (5) on a donc par définition des ensem- 
bles 4, et 4 


= 


(6) ` Ars Xr s || > | ` ra, Zr,s = ` | Fürs |. 
= r=1 =] 
s=1 il Si 


Soit à présent {Xz} où Xg C I pour k = 1, 2,... une suite fai- 
blement convergente vers X. En vertu de (5) on peut poser 


(7) Xr= X a) Xrs = Xi + Xe", 
E 
où 
(8) KS A OO et E ENS 


s=1 
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On a évidemment X;' C 4, et Xk! C A, quel que soit k, de 
sorte que les suites {Xx} et {%;'} convergent faiblement vers 
certaines fonctionnelles X'C 4, et X"( 4; par conséquent 
X= X'4+ X", 

H' désignant, comme d’habitude, l’ensemble dérivé de H au 
sens ordinaire, nous allons montrer d’abord que 


(9) XCH. 


En effet, il existe par suite de la convergence faible de la 
suite {X;} vers X, un nombre M > 0 tel qu’on a pour k= 1, 2,.., 


|X,|< M, d'où selon (6) — (8) >| ra| < M; en posant done 


s=1 


co 


B®) = da, on peut écrire 
= 


(10) 2 (70) <M pour Pee 


reel 


Il existe par conséquent une suite partielle {k;} telle que la 
limite b, = lim 64 existe pour tout 7 = 1, 2,... 


j> 


On a donc en vertu de (10) 


(11) Srib| <M. 


r=1 


Pour tout m naturel on a en conséquence » |b) — b,| < 
r=] 


m=i 


<D |b) — b,| +A lbt | + 31 6,|, ce qui donne selon (11) et par 
mel room rm 


er M 
définition de 6, l'inégalité lim 3)| 6%) — b,|<2,, d'où, m étant 
1 


jose r= 


arbitraire, lim Š |b) — b,| =0. 


jose r=1 
Remarquons que la série Ÿ b, Y, est d’après (3) et (11) con- 
| 


vergente et légalité qui précède implique d’après (8) que xX’ en 
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est la somme. Comme Y,(C H pour tout r naturel et H est un 
ensemble linéaire, on a done X'C A. 

Il est ainsi démontré que pour X= X'+ X"C Jw, ot X'C 4, 
et X"C 4, on a X'C H'. La formule (9) se trouve donc éta- 
blie. 

D’autre part, on constate facilement que la suite {Z, s} tend 
faiblement vers ® avec s—co; par conséquent en vertu de (4), la 
suite {X,s} tend faiblement vers Y,, lorsque s—co. On a donc 


(12) FC Kay pom P=, à cx 


Soit maintenant {X,} où XC Itp pour k=1, 2,... une suite 
faiblement convergente vers X C 4, Tet). On a évidemment 
Xr = Xi + Xz", où Xx C H' et Xk! C 4. On aperçoit aisément que 
la suite {X;'} converge faiblement vers X, doù XC Ha). Réci- 
proquement, il existe pour tout X C Ha) une suite {Xk} de fonction- 
nelles appartenant à H et faiblement convergente vers X. Nous pou- 
vons admettre sans restreindre la généralité que | .X,| < 1 quel que 
soit k = 1, 2, … Par définition de la suite {Y,} il existe pour tout k 


1 
un indice 7, tel que | Xz — Yp | < k’ de sorte que la suite {Y,,} 


est aussi faiblement convergente vers X. Il en résulte selon (12) 
que XC Ze, d'où XC 4 le (puisque Ha C 4 par définition 
de 4;). Done 

(13) A, Ta) = Ho. 


En procédant ainsi de suite, on montrera par induction que 
Yon a d’une façon générale 


(14) À, L(n+1) = Fin) pour tout n= il, 2, Déc 


x 


Ceci établi, revenons à l'ensemble donné G. Si l’on admet 
que le dérivé G' de G n’est pas faiblement fermé, il en sera évi- 
demment de même du dérivé H' de M, et, en vertu de (9) et (13), 
il en sera encore de même du dérivé faible Z/a) de /. D'une 


1) Le symbole AB désigne d’une façon générale la partie commune des 
ensembles A et B. 
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façon analogue, en admettant que le dérivé faible G-1) d'ordre 
n—1 de G ne soit pas faiblement fermé, il en sera évidemment 
de même du dérivé faible Æ{» d'ordre n de H, donc, en vertu de 
(14), aussi du dérivé faible /(,41) d'ordre # +1 de 7, c. q. f. d. 


Remarque. On peut définir les dérivés faibles I) d'ordre 
transfini £ de I pour les nombres transfinis é de deuxième classe, 
en posant lg) = ZT ou le = (e)a, suivant que € est un 
nombre-limite ou non. 

On peut établir alors par induction le théorème suivant, ana- 
logue au th. 1: 

It existe pour tout nombre transfini & de deuxième classe un 
ensemble linéaire de fonctionnelles linéaires définies dans l’espace 
(co) et dont le dérivé faible d'ordre & n'est pas faiblement fermé t). 


On peut cependant montrer que, Æ étant un espace du ty- 
pe (B) séparable et / un ensemble arbitraire de fonctionnelles 
linéaires définies dans £, il existe toujours un tel nombre & 
fini ou transfini de deuxième classe que l’ensemble 74, est faible- 
ment fermé. Cest une conséquence facile du th. 4 (Chap. VIII, 
§ 5), p. 124. 


Théorème 2. Soient E un espace du type (B) séparable et 
T CE?) un ensemble linéaire. Pour que T = E, il faut et il suffit 
qu'il existe un nombre M >Q tel que T contienne pour tout xC E 
une fonctionnelle X satisfaisant aux conditions 


(15) MEME NICE EE 


Démonstration. Nécessité. Soit pour tout z natutel 4, 
l’ensemble des fonctionnelles linéaires X définies dans E qui sont 
des limites faibles des suites {Xz} de fonctionnelles appartenant 


1) Voir S. Banach, Sur le dérivé faible des ensembles de fonctionnelles 
linéaires, Studia Mathematica IV (à paraître). 

2) E désigne, comme auparavant, l’espace conjugué avec E, ce. à d. Fes- 
pace des fonctionnelles linéaires définies dans £. 
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à J et vérifiant l'inégalité | X| < 2 pour k=1,2,.. On a done 


en vertu du th. 2 (Chap. VII, § 5), p 128, To) = X 4; doù par 
m= 
l'hypothèse 


Remarquons que tout 4, est un ensemble fermé. Soit, 
en effet, {Xj} une suite de fonctionnelles appartenant à 4, où 
lim |X; — X|=0. Par définition de 4, il existe donc pour tout 
ie 
j une suite {Xi} faiblement convergente vers Xj, où X% C T et 
|X| <n pour k=1,2,... Etant donnée une suite {x,}, dense dans £, 
les égalités lim X(x,) = X;(x,) et lim X(x,) = X (x,), qui se pré- 

ke jo“ 
sentent quels que soient j et r, entraînent l'existence d’une suite 
(AL telle que lim X$ Cr) = X (x,) pour tout-r= 1, 2, .. Comme 
joes 


| Xj, | <n, il en résulte en vertu du th. 2 (Chap. VII, § 4), p. 123, 
que la suite (AY converge faiblement vers X, d'où XC An. 

Ainsi, tout 4, étant fermé et l’espace E étant également du 
type (B), l'égalité (16) entraîne l’existence d’un indice »#, tel que 
A» contient une sphère KC E. Désignons par X' le centre et 
par p le rayon de K. 

Etant donné un élément x C &, il existe en vertu du th. 3 
(Chap. IV, § 2), p. 55, une fonctionnelle X, C E telle que 


(17) MR Een Nr 
Posons 

18 ron E ee roe, a ee 

(18) 1+ |X") a et ) 


On en tire facilement | X" — X'| <p, dot X"C KC dn. IL 
existe par conséquent deux suites {X,'} et {X;"'} de fonctionnelles 
appartenant à / et faiblement convergentes vers X’ et X" respe- 
ctivement; on a donc en même temps 

(19) PAUSE Cle, | <n, pour Tk = 
À 


La suite B x x} appartient à / et d’après (18) 
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tend faiblement vers X,. D’après (17) il existe par conséquent 
un indice À, tel que 


(20) N A — nee X(x) =a |x| où a ro 
1 fad a . 
En posant donc X = Fi Lx- À x” on obtient YC T, 
\ À 
X(*)=| x1, et, en vertu de (18) (20), |X| < M= an (24+2|.X"| +0), 


de sorte que M est indépendant de x. Ainsi la ce (15) se 
trouve en effet réalisée. 

Suffisance. À désignant l’ensemble des fonctionnelles 
linéaires X appartenant à / et telles que |X| < 1, il existe dans 
4 suivant le th. 4 (Chap. VIII, § 5), p. 124+), une suite de fon- 
ctionnelles linéaires {X,} faiblement dense dans J. 

Posons pour tout «CE 


(21) DEN o i E= Aa po eed ee 
On a donc 
(22) EE ET 


d’où yC (m). En admettant pour y la norme adoptée dans (m), 
on obtient de (21) et (22) 


(23) ly] <x]. 

D'autre part, X ( / désignant une fonctionnelle qui remplit 
par l’hypothèse la condition (15), posons X’ = x Par consé- 
quent | X'| < 1, d’où X' C 4, Il existe donc une suite partielle {4} 
faiblement convergente vers X', d’où er „(x)| = |X'(x)|, ce 
qui donne en vertu de (15) et (21), lim In ceo Lk kai > x| et 
par conséquent 

(24) vi> tjl. 


1) en y remplaçant J par A et À par {X,}. 


216 Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (8). 


En posant donc y = U (x), on voit facilement de (21) et (22) 
que l’opération U (x) est linéaire; en vertu de (24) il en est de 
même de l'opération inverse «= U-'(y). L'espace E étant par 
hypothèse séparable, le contredomaine £, de U(x) l’est égale- 
ment par suite de la continuité de cette opération. 

Ceci dit, soient X une fonctionnelle linéaire quelconque dé- 
finie dans E et 

(25) Y (y) = X [UT (I, 


de sorte que (l’opération U-'(y) étant linéaire) Y est une fon- 
ctionnelle linéaire définie dans £, En vertu du théorème de 
M. S. Mazur (Chap. IV, § 4), p. 72 !), il existe done une suite 
double de nombres {ar} telle que 


(26) Y (y) = lim x Anr r pour yC E, 
D 


et a» = 0 pour r > kn, où {ka} est une suite de nombres naturels. 
On en déduit suivant (21): 


oo kn ky 
(27) Yy Anr Yr = N nr Nr = x Onr X(x) = Xx), 
Z T i 
EE 71 =T 


de sorte que X,( F pour n=1,2,..., puisque / est un ensem- 
ble linéaire et X,C ACT. 
Or, on a selon (26) et (27) Y [U (x)] = lim X,(x), d’où selon 


(25) X (x) = lim X,(x) pour tout x C E; la suite {X,} converge 
Neo 


donc faiblement vers X. Par conséquent X C Ta) ce qui prouve 
que la condition est en effet suffisante, c. q. f. d. 


Il est facile de voir que l’ensemble E de toutes les fonctions 
réelles bornées et continues x (q), définies dans n’importe quel ensemble 
métrique Q, constitue un espace du type (B), lorsqu'on y définit 
l'addition et la multiplication par nombres de la façon habituelle 
et prend comme norme 


*) en y remplaçant E, par ‘,. 
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(28) || x || = borne sup | x (q) . 
gCQ 


Si, en outre, l’ensemble Q est compact, l'espace E en question 
est séparable. 

On a dans ces hypothèses le 

Théorème 3. {q,} désignant une suite de points dense dans 
Q, il existe pour toute fonctionnelle linéaire X définie dans E un 
tableau de nombres réels {œ} et une suite de nombres naturels {kn} 
telles que 


Rn 


lim N'a, « (G7) =X (x) pour xC E. 
neal 

La démonstration résulte du th. 2 qui précéde, étant donné 
que dans ces conditions l’ensemble / des fonctionnelles linéaires 


m 
de la forme >) a; x (qi), où a; sont des nombres réels et m est un 
IE 


nombre naturel quelconques, satisfait à l'hypothèse du th. 2. 
ai 
En effet, il existe pour tout xC E un qg C Q tel que | x (¢,) | > max|x(q)| = 
ER GF 


= || x || et comme X,(x) = x (qa) est une fonctionnelle linéaire à la norme 1 
pA 


on na qu'à mettre M = 2. 


Le th. 3 peut être aussi déduit facilement par l'application 
directe du th. de M. S. Mazur, p. 72. 
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Soit à présent Q un ensemble abstrait quelconque, pas né- 
cessairement métrique, et E l’espace du type (B) de toutes les fon- 
ctions réelles bornées x (q) définies dans Q, avec la norme (28). 

Une fonctionnelle X définie dans E s'appellera non négative, 
lorsque, quelle que soit la fonction x (C E, la condition x (q) > 0 
pour tout gC Q entraîne X (x) > 0. 


Théorème 4. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans E 
est une différence de deux fonctionnelles linéaires non négatives 
définies dans E. 


218 Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (B). 


Démonstration. Posons pour tout sous-ensemble S de Q 
(29) ù (S) = borne sup X (¢,) 
TCS 


où 9, désigne d’une façon générale la fonction caractéristique 
de l’ensemble 7. On a donc 


(30) 0<p(S)< || 


et m (S1 + S) =p. (S1) +» (S) pour S, et S, disjoints. En raison 
de (29) on a de plus 
(31) X (ps) < p (5). 
Pour toute fonction X(_ E telle que |x| = 1 soit 
i i+1 ‘ a 
(32) kG) = 7 pour A (Gy OUR KT. 


On a évidemment | x,(g) — x (q)| < a pour tout gC Q, d’où 


IEE a et par conséquent 


(83) 3e = T ho 


Aico 
Sin désignant l’ensemble de tous les éléments de Q qui sa- 


i $ 
tisfont à équation X,(g) = = ou —n<i<n, posons 


(34) X'(x) = Hn -y P (Sin). 


=—n 


On montre facilement que, en vertu de (33), la limite (34) 
existe et qu'on a selon (80) | X' (x)| < || X||. 

Or, la fonctionnelle X'(x) est non négative, car, en admet- 
tant que 


(35) x(g)>0 pour tout qC Q, 
on obtient de (30) et (34) l’inégalité 
(36) X'(x) > 0 


i 
Remarquons d’autre part que (32) donne CO ME nil 
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0 i 


d’où selon (31) X (xa) < D — z e n) et par conséquent d’après 
(33) et (34) 
(37) X(x) < X'(x), 


de sorte que la fonctionnelle 
(38) Xx) = A(x) — X (x) 


est également non négative, car on a en vertu de (37) l’inéga- 
lité X"(x) > 0 toutes Jes fois que la condition (35) se présente. 
Enfin, X (x) = X'(x) — X"(x) par suite de (38). 


Théorème 5. Pour qu'une suite de fonctions {x,\ à normes bor- 
nées dans leur ensemble et appartenant a E converge faiblement vers ©, 
il faut et il suffit qu'on ait 


(39) lim lim ÉAGCHIEN 


pour toute suite de points {g;} appartenant à Q. 


Démonstration. Nécessité. Supposons, par contre, que pour 
une suite {q;} de points de Q on ait lim lim | eng) |e 0) Il 


929 es 


existe donc une suite croissante {n,} de nombres naturels telle 
que lim | *,,(qi)| > « > 0 pour tout k et on peut en conséquence 


is 
extraire de {gi} par la méthode de la diagonale une suite partielle 
{gi} telle que 


(40) (lim x,(g)|> 470 pour k=1,2,.. 
j-yee 
Considérons la fonctionnelle linéaire X définie par la formule 
X (x) = Lim x(q.) pour tout x CE, 
i) 


le signe Lim ayant ici le sens défini au Chap. II, § 3, 4, p. 34. 
On a alors selon (40) | X (Xn,)| > a pour k= 1, 2,..., d’où 


(41) lim x) | eS 0, 
Noo 


de sorte que la suite {x,} ne tendrait pas faiblement vers 9. 
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Suffisance. Afin de prouver qu’une suite de fonctions 
{Xn} où | x] < M pour n=1,2,... converge faiblement vers 9, 
il suffit donc, inversement, de montrer qu’il n'existe aucune fon- 
ctionnelle linéaire et non négative X qui remplisse l'inégalité (41). 

Or, supposons par contre, qu’une telle fonctionnelle X 
existe; nous pouvons évidemment admettre que 

(42) |X|=1 et RCE) 07 
n—cs 


Posons pour tout qC Q 


| Xn(g) pour xq) > 0 


Sn(g) = 
(a) | 0 pour Xxn(g) <0 


et z 
tq) = Xn) ag Sn(q) a 


Une des limites lim X (sn) et lim X (tn) dépasse évidemment 
HS 


nc 


Le Soit donc 
2 


(43) lim X (S,) > = >0. 


n> co 


Posons ensuite pour tout gC Q 


O. 
Sa(q) pour Sa(q) > G 
VAG) = 


0 pour sq) < 5 . 
Alors || Sn — yn || < ms d'où selon (42) et (43) 


(44) lim X (yn) > 3 > 


Désignons par S, le sous-ensemble de Q formé de tous les qC Q 


tels que | x:(g) | - a et soit ¢,(g) la fonction caractéristique de 


l'ensemble S,. Comme || yn |] < || Sn || < || Xn || < M, on a 9,(¢) >y Yn(Q) 


pour tout gC Q et # = 1,2, … , donc, la fonctionnelle X étant non 
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négative, X (M:n) > X (yn), d'où selon (44), en posant it 
(45) lim X(o)>8>0. 


ce 


Considérons la fonction d'ensemble F définie pour les sous- 
ensembles S de Q par l'égalité 


(46) F (S) = X (9s) 


où ys est la fonction caractéristique de S. L’inégalité (45) peut 
donc être écrite dans la forme lim F (S,) > B>0. Soit z, le plus 


noc 


petit nombre naturel tel que 


(47) lim F (Sn, Sa) > 0 )). 


nes 
Un tel 4, existe. 


En effet, supposons par contre que lim F(S,S,) —0 et par conséquent 
ne 


que lim rl SS ,)=0 pour k = 1,2,.. Il existerait donc deux suites crois- 
ie i=] 


santes {kiy et {n;} telles que pour j = 1, 2,. 


hy 
k<n<kin FS, > et LBs, o t, 
\i=1 i 
kj 
En posant T; = Sa; =) S; Snip on aurait en conséquence 
il 
(48) Ti et Ta disjoints pour tout ji fy 
et 
(49) FR) oc D 


Par suite, y; désignant la fonction caractéristique de l’ensemble 7;, les 
formules (46) et (49) donneraient 


(50) x(u) 


pour n= 2a. 


bo | 


IE | 


n \ 
On a cependant d’après (48) L 2 | <1,d’ oax( 5 vy |< <1 pour r = 1,2,. 
J = | 


contrairement à (50). 


1) cf. la note’), p. 212. 
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En procédant comme pour (47), on aboutit par induction 
à l'existence d’une suite croissante {n;} satisfaisant aux inégalités 
lim F (Sn, Sng e Sn; Sn) > 0, de sorte qu'aucun des ensembles {Sn} 


ce 


n’est vide. 


Soit à présent q; pour ¿i= 1, 2, … un point arbitraire de len- 
semble Sn, Sn... Sn. Evidemment, pour tout ¿>j on a done 


gi Snp d'où, par définition de Sn, l'inégalité | x,,(qi) | >+ pour 
tout j = 1,2, Il en résulte que lim | Xn(qi) | > et par consé- 
i-yow 


quent que Jim lim | x,(g:)| > ra contrairement à l'hypothèse (39). 


ec 


Théorème 6. Etant donné un espace E du type (B), pour 
qu'une suite {Xa} où Xn C E pour n = 1, 2, ... à normes bornées dans 
leur ensemble converge faiblement vers ©, il faut et il suffit qu'on 
ait 

(51) lim lim | X:(%n)| = 0 


> Tea 


pour chaque suite de fonctionnelles {X;} appartenant à un ensemble 
I de fonctionnelles linéaires définies dans E qui jouisse des pro- 
priétés suivantes: 
1° l'ensemble des normes des fonctionnelles X CT est borné, 
2° il existe un nombre N> Q tel que pour tout élément x C E 
l’ensemble I contient une fonctionnelle X remplissant l'inégalité 


(52) X (x) > N |x]. 


Démonstration. Pour montrer que la condition est suffisan- 
te, considérons l’espace E, de toutes les fonctions réelles bornées, 
définies dans /. Faisons correspondre à tout élément xC E la 
fonction fC E, donnée par la relation 


(53) PO) = X(x) pour, XCT. 


M désignant la borne supérieure des normes des fonction- 
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nelles X(C T, posons f= U (x). On a d’après (53) et (52) 
N-\x|<||f|| < M-|x|; par conséquent, opération U étant addi- 
tive, elle est linéaire, de méme que son opération inverse. 

Ceci établi, si la suite {x,} satisfait à la condition (51), 
on en conclut d’après (53), en posant fa(X)= X (xn), que 
lim lim |f(X)| = 0. Il en résulte en vertu du th.5, p. 219, que 


== 
la suite {fn} tend faiblement vers ©. Comme l’opération x = U-(f) 
est linéaire et x, = U-{(f,), il s’en suit en vertu du th. 3, (Chap. 
IX, $ 5), p. 148, que la suite {x,} converge faiblement vers 9. 

On montre par un raisonnement semblable que la condition 
est nécessaire. 


Théoréme 7. Etant donné un espace E du type (B), pour 
qu'une suite {xn} de ses éléments à normes bornées dans leur ensem- 
ble converge faiblement vers 9, il faut et il suffit qu'on ait 


(54) lim X(x) =0 pour tout XCT, 


où Test un ensemble de fonctionnelles jouissant des propriétés 1° 
et 2° et en outre faiblement compact. 

Démonstration. La condition est nécessaire par définition 
de la convergence faible des éléments. Pour prouver qu’elle est 
suffisante, il suffit (en raison du th. 6) de montrer que (54) en- 
traîne (51). 

Supposons par contre qu’il existe une suite partielle {x,,} et 
une suite {X;} de fonctionnelles de J telles que 

(55) lim|X{x,)|>4>0 pour k=1,2,... 
iso 

Or, l’ensemble 7° étant par hypothèse faiblement compact, il 
existerait une suite partielle {A} faiblement convergente vers 
une fonctionnelle X, C Z, d’où selon (55) | .Xo(%n,)| > a > O0 pour 
k=1,2,..., contrairement à (54). 


On déduit facilement des théorèmes qui viennent d’être éta- 
blis les théorèmes suivants. 
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Théorème 8, Etant donnée une suite {xn} de fonctions réelles 
continues, définies dans un ensemble Q métrique compact et bor- 
nées dans leur ensemble, la condition nécessaire et suffisante pour 
la faible convergence de {xn} vers O est qu'on ait 


lim x:(g) = 0 pour tout gC Q. 


Nes 


La démonstration s’obtient du th. 7, en désignant par E les- 
pace des fonctions réelles continues définies dans Q et par 7° 
l’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans 
E de la forme X (x) = x (q) où xC E et gC Q. On a alors évi- 
demment |X|=1 pour tout XC F et il est aisé de voir que 7° 
remplit aussi les autres hypothèses du th. 7. 


Remarque. En particulier, on obtient aussitôt du th. 8 les 
conditions pour la convergence faible des suites de fonctions con- 
tinues définies dans l'intervalle rectiligne, resp. dans le carré. 


Théorème 9, Pour qu'une suite de fonctions {x,} appartenant 
à l'espace (M) converge faiblement vers ©, il faut et il suffit que 
pour toute suite de fonctions {ai(t)} telles que 


1 
flat ar = Qi 1 Se. 
0 


on ait 
1 


{ a(t) x(t) at aly, 


lim lim 


I? iyoo 


La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par 7° 
l'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans 
(M) de la forme 


X= fx (0 2 0 dt où flawia=1. 


On a alors | X}=1 pour tout XC F et, pour tout x C (M), 
il existe une fonction « (£) vérifiant les conditions 
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1 1 
flec@iat=1 et MOBILE [ll 


0 


Il suffit done de poser dans le th. précité N=. 
Théorème 10. Pour qu'une suite {x,}, où x, = {67}, d'éléments 
de l'espace (m) converge faiblement vers 0, il faut et il suffit 
d'avoir pour toute suite d'indices {ki} 
lim lim |$ | = 0. 


neo a 


La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par 
I la suite {X;} des fonctionnelles de la forme 


X(x) = S où x= {&;} € (m) et j= WD o 
On a alors |X;|=1 pour j=1,2,... et il existe en outre 
pour tout x C (m) un j tel que | X;(x)| = Il On posera donc 


Nese 
2 
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REMARQUES. 


INTRODUCTION. 


§ 3. Nous écrivons lim as x,(£) == x (£), lorsque la suite de fonctions {x(t} 
fee 
converge asymptotiquement vers la fonction x (#). 


$ 5. Le dernier th. implique que si les fonctions continues x, (t) sont 

bornées dans leur ensemble ei la suite {x,({)} est convergente partout, 

D 
lim / x,,(t) da (t) existe pour toute fonction a (t) à variation bornée (cf. F. Riesz, 
fre 

a 
Sur le théorème de M. Egoroff et sur les opérations fonctionnelles linéaires, 
Acta Szeged 1 (1922), p. 18—26). 


$ 6. La démonstration du th. de M. Lebesgue se trouve aussi dans 
l'ouvrage de M. H. Hahn, Über Folgen linearer Operationen, Monatshefte f. 
Math. u. Phys. 32 (1922), p. 1—88. 


§ 7. La distance des éléments x et y dans (S) peut être définie égale- 
ment par la formule (x,y) = borne inf [o -4+ m E(| x (H — y () |> v) 1). La métri- 


0e t 
que ainsi obtenue est équivalente à celle du texte (voir 1, p. 9). 


Pareillement, dans (s) la métrique (x, y) = borne inf [1 + max | = ny | ] 
1<n<co n IKN ‘ 


équivaut 4 celle donnée dans 2., p. 10 (cf. M. Fréchet, Les espaces abstraits, 
Paris 1928, p. 82 et 92). 

Dans les exemples 1, 3, 5, 7, 8 et 10 on pourrait d’ailleurs admettre que 
les fonctions en question sont définies dans un ensemble d’une nature plus 
générale,’ Ainsi p. ex. dans 5, p. 11, les fonctions peuvent être supposées dé- 
finies dans un espace (D) compact arbitraire, ou méme seulement complet, en 
se bornant dans ce dernier cas aux fonctions bornées continues, resp. unifor- 
mément continues. 


1) Pour la signification des symboles v. p. 8, renvoi ?). 
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Beaucoup d'exemples des espaces (D), intéressants au point de vue de 
la théorie des opérations, se trouvent dans les ouvrages précités de M. H. Hahn 
et de M. M. Fréchet; à l'égard des applications une attention spéciale mé- 
ritent les espaces considérés dans les travaux de M. J. Schauder, Zur The- 
orie stetiger Abbildungen in Funktionalraumen et Bemerkungen zu meiner Arbeit... 
Math. Zeitschr. 26 (1927), p, 47—65: et 417—431. 


Parmi les autres exemples sont 4 noter les suivants. 
11. L'espace (Q) de toutes les fonctions quasi-périodiques avec la métrique 
(y) = maxi x6) —y ($l. 


12. L'espace (F(P)) où p > 1, formé de toutes les fonctions définies dans le 
cercle s*+-t? <1 et respectivement équivalentes (c. à d. égales presque partout) 


à des fonctions harmoniques. La métrique qui y est entendue est donnée 
+. 1 
par la formule (x, y) = | | | x (s, —y (s, £) |2 dsdt) p. 
SHË 
13. L'espace (R) des fonctions définies dans [0,1] et équivalentes respective- 
ment à des fonctions intégrables au sens de Riemann avec la métrique (x, y) = 


= vrai max |x (t)—y (|. Pour une fonction z(t), où 0< ¿< 1, mesurable et 
tel 


supérieurement bornée presque partout, vrai max z(t) désigne la borne infé- 
OLA 


rieure des nombres » tels que Z(f)<w presque partout. 


Les exemples 11 et 12 se trouvent dans Vouvrage de G. Ascoli, 
Sugli spazi lineari metrici e le loro varietà lineari, Annali di Matematica X 
(1932), p. 33 — 81, et Pexemple 13 dans celui de M. W. Orlicz, Beiträge zur 
Theorie der Orthogonalentwicklungen, Studia Mathematica I (1929), p. 1—39 et 
241 — 255. 

M. Orlicz a de plus attiré l’attention sur une classe d’espaces qui con- 
tient les espaces (L()) où p > 1 et dont les autres ont avec eux beaucoup de 
propriétés communes. 

Soit notamment M (u) une fonction convexe définie pour toutes les 


1 
valeurs réelles de u et telle que 1° M(—u) = M (u), 2° lim ul (u) = 0, 
u>0 
1 
3 lim— M (u) =-= et 4° 
u 


u—}4+ o0 4 


NN, il 
lim Mw M (2u) <4. 


— 6e 
Soit N (u) la fonction définie pour toutes les valeurs réelles de v par les 
relations: N (v) = max [uv — M (u)], lorsque v >0 et N (v) = N(—v) pour v<0. 
0<u<co 


Ceci posé, l’ensemble (O) de toutes les fonctions x (t) définies dans [0,1] pour 
1 


lesquelles il existe l'intégrale | M [x (t)| dt, métrisé par la formule 
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1 1 
(x, y) = borne sup J Lx @) — y (Hlo (t) dt où | Njo] dt <1, 
0 0 


constitue un espace métrique complet. 


1 1\P 
En particulier, pour M (u) = = l-7) -|a|P où p>1, on a 


p 4 1 
N(v)=|vlp-1 et (x, y) = (/ |x (6) — y (A LEZ de sorte que l'espace (O) est 
ô 


dans ce cas identique à (L(P)). 
En remplaçant dans la définition de M(u) la condition 4° par 


z 1 
lim mag” (24) <-+co sans y changer la définition de N (v), l'espace (0) des 
—0 


: 4 ugol t Bh 7 Shut fF - 
suites de nombres réels {£,,\ telles que la série X M€,,) est convergente, métrisé par 
n=1 
la formule 


(x, y) = borne sup Dy (FA Geeky Cle = {En}, v= {in} et A N (òp) <1, 
næ] m= 
constitue aussi un espace métrique complet, dont les espaces ({()) avec p > 1 sont 
des cas particuliers (cf. W. Orlicz, Uber eine gewisse Klasse von Raumen vom 
Typus (B), Bull. de l’Acad. Polonaise des Sc. et des Lettres, Février 1932). 
I est enfin à remarquer qu’aucun des espaces 1—13, (O) et (0) n’est 
compact; plus encore: dans chacun d’eux les ensembles compacts sont non 


denses. 


§ 8. Les espaces 1, 2, 5—10 et 12, de même que les espaces (O) et (0) 
de M. W. Orlicz, sont séparables. Par contre les espaces 3, 4, 11 et 13 ne 
sont pas séparables, tout en étant, comme les précédents, de puissance du 
continue. Dans chacun de ces derniers espaces les ensembles de puissance 


inférieure à celle du continu sont non denses. 


§ 9. Comme l’a remarqué M. K. Kuratowski, si une opération mesu- 
rable (B) transforme d’une façon biunivoque un espace métrique séparable E£ 
en espace métrique E, l'opération inverse remplit la condition de Baire. 
La démonstration s'appuie sur le th. 7, p. 17, et sur le théorème suivant: pour 
qu’une opération U(x) définie dans un espace métrique Æ et dont le contre- 
domaine est situé dans un espace métrique E, remplisse la condition de Bai- 
re, il faut et il suffit que pour tout ensemble fermé G,CE, l’ensemble G 
d'éléments «CE tels que U(x) CG, remplisse la condition de Baire (v. C. K u- 
ratowski, La propriété de Baire dans les espaces métriques, Fundamenta Ma- 
thematicae XVI (1930), p. 890—394). 
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CHAPITRE I. 


§ 1. Etant donné que les espaces du type (F), étudiés dans les chapi- 
tres suivants, constituent des cas particuliers des espaces du type (G), notam- 
ment lorsqu'on les considère comme des groupes par rapport à l'addition qu'on 
y définit, il a été préférable de fixer d'emblée le nom d’addition à l'opération 
fondamentale du groupe et d’y conformer les énoncés et la notation. 

Tous les espaces métriques 1—13, (O) et (0) constituent, comme on voit 
aussitôt, autant d'espaces du type (G); comme opération fondamentale du 
groupe on y admettra l’addition ordinaire des fonctions, resp. des suites. Tous 
ces espaces sont abeliens, ¢. à d. que l'addition définie dans eux est com- 
mutative (en formule: x + y = y + x). 

Parmi d’autres exemples des espaces du type (G) on peut citer les sui- 
vants: 

14. L'espace des transmormations homéomorphes d’un espace métrique 
compact Q en lui-même, lorsqu'on définit la distance de deux homéomorphies 
x et y par la formule (x,y) = ers sup (x (q), y (Q) + Mur (x—1(a), y—1(a)) 

q 


et entend par l'addition la composition ordinaire des transformations. 

15. L'espace des transformations isométriques d’une sphère (située dans 
un espace métrique) en elle-même, lorsqu'on y définit Ja métrique et l’addi- 
tion comme dans l’exemple précédent. i 

16. L'espace de toutes les fonctions définies dans un espace métrique Q 
et admettant comme valeurs les nombres complexes à module 1 (on peut les 
supposer en outre continues ou uniformément continues), lorsqu'on définit la 


distance de deux fonctions x et y par la formule (x, y) = borne sup | x (4) — y (4) | 
gCQ 


et entend par l'addition la multiplication ordinaire des fonctions. 
17. L'espace des transformations biunivoques de l’ensemble des nombres 


naturels en lui-même avec la métrique 


Wh. ley @) |+ |x) — y-n) | 
GYM = >» on 1-E | x(n) — y(n) | El x=) — y(n) | 


n=i 


(où x(n), etc. désigne l'image de n obtenue par la transformation x, etc.) et 


avec l'addition entendue comme composition des transformations. 


Etant donné un espace arbitraire E du type (G), si une suite {x,} d'élé- 


ments de E est convergente, on a évidemment 


(1) lim (x, — xp ®)=0, 


Ha y 
mais on ne sait pas si, réciproquement, la condition (I) entraîne toujours la 


convergence de cette suite. 
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Si dans un espace métrique Æ l'addition des éléments est définie de 
manière que E constitue par rapport à elle un groupe, et même les axiomes 
II, et Il, étant remplis, il ne suffit pas que la condition (I) entraîne toujours 
la convergence de la suite {Xp} vers un élément de £, pour que l’espace E 
soit complet. On ignore toutefois s’il n’existe alors dans E une autre mé- 
trique, équivalente 4 la métrique donnée, et qui en formerait un espace du 
type (G). M. D. van Dantzig a montré qu'il en est ainsi dans l'hypothèse 
supplémentaire que E est un espace abelien; dans ce cas on peut trouver même 
une métrique équivalente „glissante“, e. à d. telle qu'on ait (x, y) = (x +z, Y -+ z) 
pour tout zCE (cf. D. van Dantzig, Einige Sätze über topologische Gruppen 
Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 41, 1932). 

La définition des espaces du type (G) de même que tous les théorèmes 
du texte se trouvent dans la note: S. Banach, Uber metrische Gruppen, Stu- 
dia Mathematica III (1931), p. 101 -— 113; cf. aussi F. Leja, Sur la notion de 
groupe abstrait topologique, Fundamenta Mathematicae IX (1927), p. 37—44. 


§ 2. Les espaces 1 — 10 (introduction, § 7, p. 9—12), de même que les 
espaces 11—13, (O) et (0) définis ici (v. p. 227—229), sont connexes. 


§ & Outre le th, 5, p. 24, on a le théorème: l'espace E étant connexe, si 
{U,(x)\ est une suite de fonctionnelles linéaires, l'ensemble des points où cette sui- 
te est bornée est soit de l-e catégorie, soit identique à E. 


§ 4. Il résulte de la remarque précédente que, l’espace E étant connexe, si 

{U, gi} est une suite double de fonctionnelles linéaires telles qu'on a pour une 

suite {x,\ d'éléments de E la formule lim | Up (Xp) | = + quel que soit p, l'en- 
q- 


semble de tous les xCE tels que lim | Upg) | =+ pour p =1,2,.. est de Il-e 
q= 


Ari 


catégorie et son complément est de l-e catégorie. 


` 


On peut montrer que les th. 3—7 du Chapitre III (p. 88—42) subsistent 
déjà pour les espaces E et E, du type (G), lorsque l'espace E est supposé sépa- 
rable (cf. S. Banach. I. c, Stud. Math. III, p. 101—113). Le th. 5, p. 41, est 
aussi une conséquence immédiate du th. 4, p. 23, et de la remarque, p. 228. 
L'hypothèse que E soit séparable est essentielle; il serait intéressant de savoir 
si les th. 3—7 en question subsistent aussi pour des espaces du type (G) non 
séparables, mais connexes. 


Il est à remarquer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes 
pour chaque espace E du type (G): 

(«) étant donnée une opération linéaire y = U(x) qui transforme E d’une 
façon biunivoque en un espace E, du type (G), l'opération inverse x = U—1(y) 
est linéaire 
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(B) étant donnée dans E une autre métrique (x, y}* par rapport à la 
quelle E est également un espace du type (G), si lim x, = x, implique toujours 
N—-poo 


lim (x,, X,)* = 0, alors on a aussi l’implication inverse. 
fc 

Or, on ignore si ces propriétés se présentent p. ex. pour l’espace fon- 
ctionnel E coïncidant avec celui de l’exemple 16, p. 229, lorsqu'on y désigne 


par Q l’ensemble des nombres complexes à module 1. 


CHAPITRE II. 


$ 1. On peut également traiter les espaces vectoriels avec une multi- 
plication des éléments non seulement par les nombres réels, mais aussi par 
les nombres complexes et sans que les axiomes 1)—7) soient modifiés. Ces 
espaces constituent le point de départ de la théorie des opérations linéaires 
complexes et d’une classe, encore plus vaste, des opérations analytiques, qui 
présentent une généralisation des fonctions analytiques ordinaires (cf. p. ex. 
L. Fantappié, / funzionali analitici, Citta di Castello 1930). Nous nous propo- 


sons d’en exposer la théorie dans un autre volume. 


Un ensemble H situé dans un espace vectoriel Æ s'appelle base de 
Hamel dans E, lorsque tout élément «CE est une combinaison linéaire des 
éléments de H sans qu'aucun xC H soit une combinaison linéaire des autres 
éléments de H. Tout espace vectoriel admet des bases de Hamel et elles sont 


deux 4 deux toujours de puissance égale. 


§ 2 La remarque précédente implique pour tout espace vectoriel E 
l'existence des fonctionnelles additives, homogènes et non identiquement nul- 
les, définies dans E. 


§ 3 Le dernier théorème (v. p. 84, 4.) implique aussitôt qu'à tout sous- 
ensemble S de l’ensemble des nombres naturels N on peut assigner une me) 
sure mS de façon que 1) mS >0, 2) m(S,+S,)=mMmS,+msS, pour S, et Sz 
disjoints, 3) m Sı = mS», lorsque S,=S, et 4) mN=1. 


Quelle que soit la mesure assujettie aux conditions 1) — 4), l’ensemble 
de tous les nombres de la forme an-+ 6 pour n=1,2,..., avec a et b fixes, 


1 
est de mesure tie l'ensemble de tous les nombres premiers est de mesure 0. 


Une mesüre satisfaisant aux conditions 1)— 4) ne coïncide pas toujours avec 
la densité (lorsque celle-ci est définie), mais on peut toujours s'arranger de 


façon que cette condition supplémentaire soit également satisfaite. 
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CHAPITRE III. 


$ 1. Au sujet de la définition des espaces du type (F) voir M. Fréchet, 
Les espaces abstraits topologiquement affines, Acta Math. 47 (1926), p. 25 — 52. 

Evidemment, les espaces 11 — 13, (O) et (0), définis p. 227 — 228, sont 
aussi du type (F). 

M. S. Mazur a remarqué que tout espace du type (F) remplit la eon- 


dition 

(1) nn X, = X, Jim Yn =), Mm h,=h el Jos k, = k, alors 
lir n X_ +R) = hx + ky. 
yoo 


On ne sait pas si dans tout espace vectoriel, complet et satisfaisant à la 
condition (1) la métrique peut étre remplacée par.une métrique équivalente 


de manière à en obtenir un espace du type (F). 


§ 3. Les th. 3—9, p. 88—43, restent valables pour tout espace métrique 
vectoriel Æ satisfaisant à la condition (1) et à la condition suivante: 

(2) Sos (%, —%) = 0, il existe un élément xCE tel que tim Xp = X. 

q-a 

M. Mazur suppose de pouvoir remplacer cette dernière condition par l'hypo- 
thèse que l’espace E est complet. Une démonstration simple des th. 3—5 
pour le cas des espaces du type (B) se trouve dans la note de M. J. Schau- 
der, Über die Umkehrung linearer stetiger Funktionaloperationen, Studia Math. Il 


(1930), p. 1—6. 


Considérons à présent, dans un espace E du type (F), un ensemble 
quelconque GCE, linéaire et fermé. Il est évident qu’on obtiendra une dé- 
composition de E en parties disjointes, si on convient de ranger deux élé- 
ments x et y de E dans une même partie, lorsqu’on a x —yCG, et seulement 
alors. On a le théorème suivant: l’ensemble E* des parties de E ainsi obte- 
nues constitue un espace du type (F), lorsqu'on y définit la distance et les 
opérations fondamentales par les conditions (où X, Y et Z désignent des élé- 
ments de £*): 

1° (X, Y) = borne inf (x, y) où «CX et yC Y; 

2° X+-Y est celui des ZCE* qui contient les éléments de la forme 
x+y où «CX et yCY, 

8° tX est celui des YC E* qui contient les éléments de la forme tx où 
Le. 

La démonstration de ce th. se trouve dans mon livre Jeorja operacyj, 
Tom I, Warszawa 1931, p. 47—49 (en polonais); cf. aussi F. Hausdorff, Zur 
Theorie der linearen metrischen Räume, Journ. f. reine u. angew. Math. 167 
(1932), p. 294—311. 
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En s’appuyant sur ce th., on peut montrer que, étant donnée une opé- 
ration linéaire U définie dans un espace E du type (F) et dont le contredomaine 
est situé dans un espace E, également du type (F), si E est séparable, le contre- 
domaine de U est mesurable (B). Cependant, on ne sait pas si l'hypothèse 
que E soit séparable est essentielle. 


§ 4 Les travaux suivants contiennent des applications d'une autre 
méthode de la théorie des opérations à ce problème et aux problèmes voi- 
sins: 

S. Mazurkiewicz, Sur les fonctions non dérivables, Studia Math. III 
(1931), p. 92—94, 

S. Mazurkiewicz, Sur l'intégrale 
p. 114—118, 0 

S. Banach, Uber die Bairesche Kategorie gewisser Funktionenmengen, 
ibid., p. 173—179, 

H. Auerbach et S. Banach, Uber die Holdersche Bedingung, ibid., 
p. 180—184, 

S. Kaczmarz, /ntegrale vom Dinischen Typus, ibid., p. 189—199. 


1 
[Le +t) es £) — 2f (x) dt ibid., 


§ 5. Les autres applications de la théorie des opérations aux problèmes 
concernant les équations différentielles sont données dans les notes suivantes: 

S. Banach, Sur certains ensembles de fonctions conduisant aux équations 
partielles du second ordre, Math. Zeitschr. 27 (1927), p. 68—75, 


W. Orlicz, Zur Theorie der Differentialgleichung A = f(x, V) Bul. de 
Be 
l'Acad. Polon. des Se. et des Lett., Février 1932. 


§ 7. Etant donné un ensemble linéaire fermé GC (s), il existe pour tout 
élément x,C(s)— G une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans (s) et telle 
qu'on a f(x) = 0 pour tout «CG et f(x) = 1. 

Le th. 12, p. 51, implique que si le contredomaine d’une opération liné- 
aire définie dans (s) est situé dans (s), il est un ensemble fermé. 


CHAPITRE IV. 


§ 1. Les espaces vectoriels normés ont été traité indépendamment de 
moi et presqu’à la même époque par M. N. Wiener, dans son ouvrage Limit 
in terms of continuous transformations, Bull. de la Soc. math. de France 150 
(1922), p. 124—134. 

Les espaces 11—13, (O) et (0), définis p. 227—228, sont du type (8). Par 
contre, l’espace (s) de l'exemple 2, p. 10 (v. aussi p. 50 — 52) n'est pas du ty- 
pe (B) et même, comme l’a démontré M. S. Mazur, il n’est homéomorphe 


à aucun espace du type (B). 
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§ 2 et 3. On peut établir pour les espaces E du type (F) léquivalence 
des deux propriétés suivantes: 

(a) Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans un ensem- 
ble linéaire GC E, il existe une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E et 
telle que F(x) = f(x) pour tout xCG. 

(8) Dans les mêmes conditions, si G est en outre fermé, il existe pour 
tout x, CE — G une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E et telle que 
F (x) 0, mais F(x) = 0 quel que soit xC G. 

Or, ces propriétés ne se présentent pas nécessairement dans tous les 
espaces du type (F). Ainsi p. ex. toutes les fonctionnelles linéaires définies 
dans l'espace (S) s'annulent identiquement. 


Etant donnés deux espaces £ et Æ, du type (B) et une opération liné- 
aire U(x), définie dans l’ensemble linéaire GCF, dont le contredomaine est 
situé dans £,, on ne sait pas si elle se laisse étendre (prolonger) de G sur E tout 
entier, c.ad. s’il existe une opération linéaire V(x) définie dans E, ayant son 
contredomaine dans F, et telle que V(x) = U(x) pour tout «CG. 

Cette extension de U(x) est toujours possible, lorsque E, est à un nom- 
bre fini de dimensions, mais même alors la condition | V |p= |U |g peut rester 
_irréalisable. 


§ 4 Les conditions 1°—8°, p. 72, peuvent ètre remplacées par les deux 
suivantes: 
1) ap; = 0 pour tout j >n où n — 1,2, 


n 
2) Dy ley I=] pour n = 1, 2,.., 
= 


La forme générale des fonctionnelles linéaires dans les espaces (O) et (0) 
de M. Orlicz (cf. p. 227—228) est établie dans son ouvrage cité. Ainsi p. ex. 
toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans l'espace (O) est de la forme 


1 1 
T(x) 5 (t) a(t) dt où a(t) est une fonction telle que | N (ka(t)) dt existe pour 
0 0 


un & compris entre 0 et 1. 
1 


Selon M. F.Riesz la norme de la fonctionnelle linéaire f (x) = ie (£) dg (t) 
0 


définie dans (C), où g(t) est une fonction à variation bornée, est égale à la 
variation de la fonction g(t) définie comme suit: g (0) = g (0), g(1)=£g(1) et 
g(t) = lim g (t+ A) pour O<t<1. 

h->+0 


§ 6. Voir F. Riesz, Sur l'approximation des fonctions continues et des 
fonctions sommables, Bull. of the Calcutta Math. Soc. XX (1928/29), p. 55—58. 
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§ 8. Voir le livre de F. Riesz, Les systèmes d'équations linéaires à une 
infinité d’inconnues, Paris 1913. 


CHAPITRE V. 


§ 1. Le th. 3, p. 79, implique que l’ensemble Q des points de convergence 
d'une suite d'opérations linéaires {U,(x)} à normes bornées dans leur ensem- 
ble est toujours fermé, Dans le cas général Q est un Fp. 

Il est à noter à ce propos que, comme l'ont montré MM. S. Mazur 
et L. Sternbach, si {Un} est une suite de fonctionnelles linéaires et 
l'ensemble Q de ses points de convergence n’est pas fermé, il existe dans Q 


une suite de points {x;} et un point CE — Q tels que lim x; = x, et que la 
io 


suite double {Un} est bornée. On en déduit comme corollaire que dans 
ces conditions Q n’est pas un Fp. Or, ces énoncés se laissent étendre au cas 
où {U,()} est, plus généralement, une suite d'opérations linéaires, pourvu que 
leurs contredomaines soient situés dans un espace E, aussi du type (B) 
et jouissant de la propriété: 

(y) pour toute suite {oh où y, CE, et |y,|=1 pour n= 1,2,.…, il exi- 


ste une suite de nombres {{,\ telle que la série D l,v, soit divergente et que 
ne 
la suite des normes de ses sommes partielles soit bornée. 


De la propriété (y) jouissent p. ex. l’espace (c) et tous les espaces du ty- 
pe (B) à un nombre fini de dimensions. 

Le corollaire qui vient d’être mentionné se laisse, selon une remarque 
commune de M. S. Mazur et moi, préciser davantage en ce sens que dans 
les conditions considérées l’ensemble Q n’est pas un G35. Comme application, 
on en tire le th. que tout espace E du type (B) à une infinité de dimensions 
contient un ensemble linéaire qui est un Fẹ sans être un Gs. MM. S. Ma- 
zur et L. Sternbach ont montré en outre que tout espace de ce genre 
contient un ensemble linéaire qui, sans être un Fs, est une partie commune 
d'un Fe et dun 63; cependant tout ensemble linéaire G3 y est fermé. 

Dans certains espaces du type (8) on peut établir l’existence des en- 
sembles linéaires qui sont des Fg, sans être des Fo. Reste ouvert le problè- 
me s’il en existe toujours dans des espaces du type (4) à une infinité de 
dimensions. On ignore aussi s’il existe des espaces du type (F) contenant 
des ensembles linéaires des classes de Borel plus élevées ou des ensembles 
linéaires (A) non mesurables (8) ou encore des ensembles linéaires remplissant 
la condition de Baire, mais n'étant pas (4). Tout espace du type (F) à une 
infinité de dimensions contient des ensembles linéaires ne remplissant pas la 


condition de Baire. 
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Ces problèmes se rattachent à certaines questions concernant les opé- 
rations additives. FE et E, étant du type (F), toute opération U(x) additive 
et mesurable (B) définie dans un ensemble linéaire fermé GCE et dont le 
contredomaine se trouve dans £, est en vertu du th. 4, p. 23, continue. Or, 
si l'ensemble G n'est pas fermé, l'opération U(x) peut ne pas être continue: 
nous connaissons des exemples ot, G étant mesurable (8), l'opération U(x) 
est discontinue de 1-e classe de Baire; mais nous ne connaissons aucun 
exemple ot elle soit d’une ciasse de Baire plus élevée. De méme, on igno- 
re si lopération U(x) peut remplir la condition de Baire sans être en même 
temps mesurable (B). 

On est amené aux opérations additives discontinues par l'inversion des 
opérations linéaires. E et E, étant du type (F), si l'opération linéaire y = U(x) 
transforme d’une façon biunivoque E en un ensemble fermé G,CE;, l’opéra- 
tion inverse x = U-1(y) est en vertu du th. 5, p. 41, continue. Or, si G, n’est 
pas fermé, l'opération U-1 peut ne pas être continue, mais si l’espace E est 
séparable, elle est toujours mesurable (8). Ainsi, p. ex., dans le cas où 
E = E, = (L?), cette opération est de 1-e classe de Baire. 


§ 3 Le lemme et le th. 8 se trouvent dans la Note de M. F. Riesz, ic. 
p. 151. On apercoit aisément que le th. réciproque du th. 8 est aussi vrai. En 
outre, le th. 8 se laisse généraliser comme suit: tout espace du type (F) conte- 
nant une Sphère qui y est compacte n'a qu'un nombre fini de dimensions; il est 


facile de voir que la réciproque est encore vraie. 


§ 4. Le th. sur (L()) établi p. 85, provient pour le cas r — 1 de M. H. 
Lebesgue (v. Annales de Toulouse, 1909). 


§ 6. Tous ces exemples sont bien connus. 


§ 7. La méthode A, qui correspond au tableau (A), s'appelle normale, 
lorsque a; = 0 pour i< k et a,,-£0 pour i=k. Telles sont pour k> OQO les 
méthodes C, de Cesaro, de même que les méthodes F, de Euler. Ces 
dernières sont d'après M. S. Mazur (l. c., Stud. Math. II, p. 40—50) des mé- 
thodes parfaites. = 

On ne sait pas si le th. 11, p. 95, subsiste, lorsque la méthode A n’est 
pas reversible. 

Le th. 12, p. 95, peut être complété comme suit: si la méthode A est 
permanente, reversible et telle que chaque suite sommable par À vers un 
nombre l’est vers le même nombre par toute méthode permanente pas plus 
faible de A, alors A est une méthode parfaite. 

Le th. sur la forme générale des fonctionnelles linéaires définies dans 
un espace vectoriel séparable EC (m) (voir p. 72) montre que toute fonction- 
nelle linéaire f(x) y coincide avec une limite généralisée obtenue par certaine 
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méthode A, ¢. à. d. qu'il existe un tableau (A) tel que toute suite «CE est 
sommable vers f(x) par la méthode correspondante à ce tableau. Or, si E 
n’est pas séparable, ce th. peut être en défaut; plus encore, il peut exister 
alors, comme l’a observé M. S. Mazur, une suite {Fle de fonctionnelles 
linéaires définies dans Æ, faiblement convergente vers une fonctionnelle jiné- 
aire f(x) et telle que /,(x) coïncide pour tout n = 1, 2,... avec une limite géné- 
ralisée obtenue par une méthode convenable, tandis que f(x) soit dépourvue 


de cette propriété. 


CHAPITRE VI. 


$ 1. La notion d'opération totalement continue est due à M. D. Hil- 
bert et à M. F. Riesz, qui ont été aussi les premiers à en mettre en évi- 
dence l'utilité. 

Selon une remarque de M. S. Mazur, on a le th. suivant: {U,,(x)\ étant 
une suite d’opérations linéaires et totalement continues, définies dans un es- 
pace E du type (8) et telles que lim U,(x) = x pour tout xCE, la condition 


Neo 
nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble GCE soit compact, est que la 
convergence de {U/,(x)} sur G soit uniforme. Un espace E qui admet une 
telle suite d’opérations est en vertu du th. 1, p. 96, séparable. La question 
si, réciproquement, tout espace Æ du type (8) séparable admet une pareille 
suite d’opérations, reste ouverte. 

Au sujet du critère de la compacticité pour GCE cf. aussi A. Kolmo- 
goroff, Uber Kompaktheit der Funktionenmengen bei der Konvergenz im Mittel, 
Göttinger Nachrichten 1931, p. 60—63. 


§ 2. Tous ces exemples sont connus. 


§ 3. La notion d'opération conjuguée a été introduite en toute généra- 
lité pour la première fois dans ma Note Sur les fonctionnelles linéaires II, Stu- 
dia Mathematica I (1929), p. 223 — 239, qui contient aussi le th. 3, p. 100. La 
démonstration du th. 4, p. 100, se trouve également dans la Note de M. J. 
Schauder, Über lineare vollstetige Funktionaloperationen, Studia Mathematica 
II (1980), p. 188—196. 


CHAPITRE VII. 


$ 1. M. W. Orlicz a observé que pour les espaces Æ faiblement com- 
plets le th. 2, p. 107, peut être précisé davantage, à savoir que la série (2) 
est alors convergente pour tout xC E. 

Un système biorthogonal {xip {FA s'appelle complet si les suites {x et 


Ifi) sont des suites totales (voir les définitions p. 42 et 58). On peut montrer 
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qu’il existe des systèmes biorthogonaux complets dans tout espace du type (B) 
séparable. 

Un système biorthogonal {x;}, { fi} est dit normé, lorsqu'on a | x,|=|f;|=1 
pour i = 1,2,.. Selon une remarque de M. H. Auerbach, il existe des sy- 
stèmes biorthogonaux normés et complets dans tout espace du type (B) à un 
nombre fini de dimensions. Cependant on ne sait pas s’il en est ainsi dans tout 
espace du type (B) séparable et même s’il y existe toujours un système biortho- 
gonal complet tel que |x;|=1 pour /=1,2,.. et Des lf;l<inw. 

i-poo 


§ 2. En vertu de la remarque précédente on peut supprimer dans le 
th. 5, p. 108, l'hypothèse que les suites {x(0} et {30} soient complètes. 


§ 3. Le th., suivant lequel le système de Haar constitue une base dans 
(L(@)) où p > 1, se trouve dans la Note de M. J. Schauder, Eine Elgenschaft 
des Haarschen Orthogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 317—320. 

On peut montrer que, étant donnée dans un espace E du type (B) une 
suite d’éléments {Xn} telle qu'il existe pour tout xCE exactement une suite 


k ) 
de nombres {f,} donnant lieu à la faible convergence de la TE o> ba aj 
n=1 


t 
nj 


vers x, la suite {x,„} constitue dans E une base. 


L'espace (C(?)) (v. exemple 7, p. 11) admet une base pour p = 1, 2,...; 
on ignore cependant s’il en existe une dans l'exemple 10, p. 12. On ne sait 
non plus s’il y a une base p. ex. dans l’espace de toutes les fonctions réelles 
x(s,t) définies dans le carré 0<s<1, 0<1<1 et admettant les dérivées 
partielles d'ordre 1 continues, les opérations élémentaires dans cet espace 
étant définies comme d'ordinaire et la norme étant donnée par la formule 

|| x || = max | x (s, t) | + max |x’, ($, £) | + max | x’, ($, £) |. 
0<s<l 0<s<1 OS 1 


OS HE 0<l< 1 


L’existence d’une base dans tout espace E du type (B) séparable équi- 
vaut en vertu du th. 9, établi au Chap. XI, § 8, p. 185, à V’existence d'une 
base dans tout ensemble linéaire fermé F,C(C). Or, on ne connaît aucun 
exemple d’espace du type (8) séparable, ayant une infinité de dimensions, 
non isomorphe avec (L?) et tel que chacun de ses sous-ensembles linéaires 
fermé contienne une base. Remarquons toutefois que tout espace du type (B) 
à une infinité de dimensions renferme un ensemble linéaire fermé à une in- 
finité de dimensions qui admet une base. 

La notion de base peut être évidemment introduite d’une façon plus 
générale déjà pour les espaces du type (F). Dans l’espace (s) la base est don- 
f 1 pouri=n 


née p. ex. par la suite d'éléments {x où x; = {Et et =| 9 a 
i pour i+ q, 
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L'espace (S) ne contient aucune base; c’est une conséquence du fait qu’il n’y 
existe aucune fonctionnelle linéaire ne s’annulant pas identiquement. 


CHAPITRE VII. 


§ 4 et 5 Suivant une remarque de M.S. Mazur, les th. 2—4, p. 123—124, 
subsistent aussi dans les espaces Æ du type (F), en remplaçant la condition 
(20) dans les th. 2 et 3 par la condition que la suite des fonctionnelles 
{Sey soit bornée dans une sphère. 


§ 6. Les conditions pour la convergence faible des fonctionnelles ont 
été données pour les espaces (c) par M. H. Hahn et pour les espaces (/()) 
où p >1 par M. F. Riesz. 

Les conditions (45) et (46), données pour la faible convergence des 
fonctionnelles linéaires définies dans l’espace (c) voir p. 130 et corriger selon 


p. VIII) prennent pour le cas de l’espace (co) la forme: 1° la suite 3 | “nlf 
i= 
bornée et 2° lima,, = a; pour i=1,2,.. 
n->oo 


CHAPITRE IX. 


$ 1. La notion de convergence faible des éléments a été étudié pour 
la première fois dans l’espace (L?) par M. D. Hilbert et dans les espaces (L()) 
où p >1i par M. F. Riesz. 

Un ensemble G situé dans un espace Æ du type (B) est dit faiblement 
compact, lorsque toute suite d'éléments de G contient une suite faiblement 
convergente. Dans les espaces (L(?)) et ({?)) où p>>1 tout ensemble borné 
est faiblement compact (cf. p. 180 — 131). Il en est de même dans (c) et (co), 
tandis que les espaces (C), (L), (!) et (m) sont dépourvus de cette propriété. 


§ 2. Les conditions pour la convergence faible des éléments ont été 
données pour l’espace (c) par M. H. Hahn et pour les espaces (C) et ({)) où 
p—1 par M. F. Riesz. Le th, p. 187, sur l’équivalence dans (/) de la con- 
vergence faible avec la convergence suivant la norme se trouve dans la Note 
de M. J. Schur, Uber lineare Transformationen in der Theorie der unendlichen 
Reihen, Journ. f. reine u. angew. Math. 151 (1921), p. 79—111. 

Il est 4 remarquer que la convergence faible d’une suite des fonction- 
nelles linéaires définies dans un espace E du type (B) n’est pas une condi- 
tion suffisante pour la convergence faible de la méme suite, lorsqu’on regarde 
cette dernière comme une suite d'éléments dans l’espace E, c. à d. dans les- 
pace de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E (et qui est égale- 


240 Remarques. 


ment du type (B))}. Ainsi p. ex. dans (/) la notion de la convergence faible 
varie suivant qu’on en considère les éléments comme des représentants des 
fonctionnelles linéaires ou non. 


§ 4, Un espace £ du type (B) s'appelle faiblement complet, lorsque toute 
suite {x,,\ d’éléments de £, faiblement convergente (c. à d. telle que lim f(x,) 
1h 


existe pour toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans £), est faiblement 
convergente vers un élément de E. L’espace (cy), donc aussi les espaces (c) et 
(m), ne sont pas faiblement complets. La propriété d'être faiblement complet 
a été établie pour l’espace (L) par M. H. Steinhaus (v. Additive und stetige 
Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 186—221) et pour les espaces 
(L) et (KP)) où p => 1 par M. F. Riesz (v. Untersuchungen über Systeme inte- 
grierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910), p. 449—497). Suivant une remar- 
que de M. W. Orlicz (l. e. Bull. de PAcad. Polon. des Sc. et des Let., Fevrier 


1982), l’espace (O) est faiblement complet, si lim 4 


——_ N (2u)<+ e~; il t 
are) (2u) << +c; il en es 


de même pour l’espace (0). 


Une série d'éléments d’un espace du type (8) s'appelle commutativement 
convergente (,unbedingt konvergent“), lorsqu'elle reste convergente indépen- 
damment de l'ordre de succession de ses termes. La propriété 7° (Chap. III, 
§ 3), p. 37, établie pour les espaces du type (F) implique aussitôt que la con- 
vergence absolue d’une série en entraine toujours la convergence commuta- 
tive, mais on ne sait pas si la réciproque est vraie en dehors des espaces 
a un nombre fini de dimensions. M. W. Orlicz a démontré les théorémes 
suivants. 

(1) La somme d'une série commutativement convergente ne dépend pas de 
l'ordre de ses termes, > 

(2) Afin qu'une série soit commutativement convergente, il faut et il suffit 
que toute série partielle soit convergente, 

(3) A la même fin, il faut et il suffit que toute suite partielle soit faible- 
ment convergente vers un élément. 

Il en résulte dans l'hypothèse que l’espace £ est faiblement complet 


que, pour la convergence commutative d'une série er d'éléments de Æ, il 
n=l 


faut et il suffit que la série ie. soit convergente pour toute fonction- 
fil 

nelle linéaire f(x) définie dans £. Ce dernier résultat permet d'établir pour 

les espaces faiblement complets plusieurs propriétés importantes des séries 

commutativement convergentes d'éléments, tout à fait analogues à celles des 

séries commutativement convergentes de nombres. Ainsi p. ex. une série 
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ca 


ne est commutativement convergente, lorsqu'il existe un nombre M>0 tel 
n=1 


que l'ont ait | x, Ne. a, aoe wf Xny |<< M, quel que soit le système d'indices diffé- 


rents n, Aa., Ap OU encore, lorsque la série xi, x, est convergente, quelle que 
n= 1=1 
soit la suite de nombres {¢,,\ tendant vers 0. Ces théorèmes jouent un rôle 


dans la théorie des séries orthogonales (cf. M. W. Orlicz, l. c, Stud. Math. I 
(1929), p. 241—255). 


CHAPITRE X. 


§ 1. Au sujet de la théorie des équations linéaires, développée dans 
ce chapitre, voir F. Hausdorff, Zur Theorie der linearen Raume, Journ. f. 
reine u. angew. Math. 167 (1932), p. 294—311. 


Les théorèmes de ce § ont été démontrés dans le cas où E = E' = (L3 
par MM. E. Hellinger et O. Toeplitz (v. Integralgleichungen und Glei- 
chungen mit unendlichvielen Unbekannten, Encyklopedie der Math. Wiss., Leipzig 
1923—1927). Dans les cas plus général où EF = EF! = (L(P)) avec p>i les th. 1 
et 3 ont été établis par M. F. Riesz, 1. e., Math. Ann. 69 (1910), p. 449 —497 
et pour E = EF’ = (ip) où p>1 par le même auteur dans son livre Les Systé- 
mes d'équations linéaires à une infinité d'inconnues, Paris 1913. Les th. 2 et 4 
pour E = E’=(L()) resp. (l()) où p>1 ont été démontrés par M. S. Saks, 
Remarques sur les fonctionnelles linéaires dans les champs LP, Studia Mathema- 
tica I (1929), p. 217—222. 


$ 2. Si on fait tomber dans le th. 15, p. 154, l'hypothèse que l'opération 
U(x) est totalement continue, les équations en question peuvent ne pas avoir 
le nombre égal de solutions linéairement indépendantes. On peut cependant 
montrer que pour | U|=1 on a l'inégalité n< v et qu'elle redevient égalité, 
lorsque, en outre, l'espace E est faiblement complet et tel que tous les en- 
sembles bornés y sont faiblement compacts (v. S. Mazur, Über die Nullstellen 
linearer Operationen, Stud. Math. II (1930), p. 11—20). 


CHAPITRE XI. 


§ 2. Le plus ancien exemple connu d’une transformation isométrique 
des espaces du type (8) l'un dans lautre est celui de la transformation. isomé- 


trique de (L°) en (*) qui s'obtient des th. de Riesz-Fischer et Parseval- 
Fatou. 


§ 3. On ignore si le th. 2, p. 166, subsiste pour les espaces du type (F); 


suivant une remarque de MM. S. Mazur et S. Ulam, il devient toutefois faux 
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 16 


242 Remarques. 


pour les espaces du type (G). Les mêmes auteurs m'ont de plus signalé le 
corollaire suivant du th. 2 en question: il n’est pas possible de définir dans 
un espace métrique Æ les opérations (d’addition des éléments et de multipli- 
cation par nombres) de deux manières différentes, de façon que dans les deux 
cas Æ devienne un espace vectoriel normé et que l'élément © de E reste le 
même. 


§ 4 On ne connaît aucun exemple de deux espaces du type (B) sépa- 
rables, à une infinité de dimensions et qui ne soient homéomorphes; d'autre 
part, on ne sait pas démontrer que p. ex. (C) est homéomorphe à (c). Pareil- 
lement, on ne réussit pas d'établir l’homéomorphie entre (C) et (J). Or, les 
espaces (L(?)) et (/(%)) sont homéomorphes pour p > 1<q arbitraires (v. S. M a- 
zur, Une remarque sur Vhoméomorphie des champs fonctionnels, Stud. Math. I 
(1929), p. 88—85). 


D'un intérêt particulier semble être la question si (C) est homéomorphe 
avec l'espace des fonctions continues définies dans le carré. On ne connait 
aucun exemple de deux espaces métriques compacts à un nombre fini, mais 
inégal, de dimensions (au sens de Menger-Urysohn) et tels que les espa- 
ces des fonctions continues définies dans eux soient homéomorphes. 


§ 5. La notion de rotation est applicable d’une façon générale aux espaces 
du type (G). Il peut arriver que la seule rotation possible autour de 0 y soit donnée 
par la transformation U (x)= x; dans les espaces du type (F) la transforma- 
tion V(x) — — x est aussi une rotation autour de 9. Il existe des espaces du 
type (8) à une infinité de dimensions où il n'y a que ces deux rotations au- 
tour de ©. La forme générale (15) des rotations dans (22), établie p. 174, 
(d’ailleurs connue dépuis longtemps), montre que pour tout couple d'éléments x et 
y à la norme 1 il y existe une rotation autour de © qui transforme x en y. M. S. 
Mazur a posé la question si tout espace du type (B) séparable, ayant une 
infinité de dimensions et jouissant de cette propriété est isométrique avec (Z’). 


§ 6. La notion d’isomorphie s'applique aussi aux espaces du type (G). 
Deux espaces du type (G) sont équivalents, lorsqu'il existe une transformation 
isométrique et additive de l’un en l'autre. 


Soit pour deux espaces isomorphes E et E, du type (B) 
(E, E,) = borne inf flog (| U|-| U—! |) 


où U parcourt toutes les transformations biunivoques linéaires de £ en E. Si 
(E, E;)=0, les espaces E et E, seront dits presque isométriques. Les espaces 
isométriques sont en même temps presque isométriques. La réciproque est vraie 
en tout cas pour les espaces à un nombre fini de dimensions, mais on ne 
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sait pas réfuter l'hypothèse que p. ex. les espaces (c) et (c), qui ne sont pas 
isométriques, soient presque isométriques. 


Considérons l’ensemble Jp de tous les espaces qui s’obtiennent d'un 
espace donné E du type (B), lorsqu'on en remplace la norme par une norme 
équivalente quelconque. Il est évident que tout espace qui appartient à Jp 
est isomorphe avec E et que tout espace isomorphe avec E est isométrique 
avec un espace de l’ensemble Jp. Divisons Jp en sous-ensembles, en rangeant 
deux espaces dans le même sous-ensemble |, lorsqu'ils sont presque isométriques. 
Pour deux sous-ensembles t, ‘et t de J; posons (u, t3) = (En Ep) où E, et E; 
sont des espaces arbitraires appartenant respectivement à t; et tp» On peut 
montrer que cette définition est univoque et que l'ensemble /p de tous les 
t, ainsi métrisé, constitue un espace métrique complet. J'ai introduit ces no- 
tions en collaboration avec M. S. Mazur. 


§7. On peut étudier aussi des produits infinis. Désignons par (FE, X E; X dog 
où F,, Er, … sont des espaces du type (B) l'espace Æ du type (B) défini comme 
suit: les éléments de E sont toutes les suites {x,} ou x,CE, pour 7 —1,2,.… 


et telles que lim ||, || —0; l'addition et la multiplication par nombres terme 
fes 
à terme; la norme | {x,,} || =max]|x,,||. On définit d'une façon analogue p. 
IKN oa 
ex. les espaces (E, X E; X ..),, (E1 X Fo X .),, et (E X EX Jp ou p> 1. 


§ 8 P. Urysohn a été premier à démontrer l'existence dun espace 
métrique séparable contenant des sous-espaces isométriques à tout espace 
métrique séparable donné d'avance (v. P. Urysohn, Sur un espace métrique 
universel, Bull. Sci. Math. 151 (1927), p. 1—38). 


§ 9. On ne sait pas si l’équivalence des espaces E, et E, entraîne tou- 
jours l'isomorphie des espaces E, et E, (cf. th. 11, p. 188). La réciproque 
du th. 12, p. 189, est évidemment fausse, mais on ignore s’il en est de même 
de la réciproque du th. 13, p. 189, à savoir, si l'équivalence entre l'espace E du 
type (B) séparable et l’espace F entraîne, oui ou non, l'existence dans toute suite 
bornée d'éléments de Æ d’une suite partielle faiblement convergente vers un 
élément de E. La question suivante reste aussi ouverte: étant donné un es- 
pace E du type (B) tel que l’espace conjugué E n'est pas séparable, existe-t-il 
dans E une suite bornée d’éléments ne contenant aucune suite partielle fai- 
blement convergente? 


CHAPITRE XII. 


Nous allons énumérer ici une série de propriétes isométriques. resp. iso- 
morphes, resp. dimensionnelles, c. à d. qui se reproduisent, lorsqu'on passe d'un 
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19 Soient X,(x) et X (x) deux fonctionnelles linéaires quelconques dé- 
finies dans un espace E du type (4) à une infinité de dimensions et ne s'an- 
nulant pas identiquement. G, et G, désignant respectivement les ensembles 
des éléments de E où ces fonctionnelles s'annulent, on peut montrer que 
dim, (G,) = dim, (G,); or, est-il vrai que dim, (G,) = dim, (E)? 

2° Les dimensions linéaires de deux espaces du type (8) étant suppo- 
sées incomparables, est-il vrai qu'il en est de-méme de celles de leurs carrés? 


Notons pour terminer quelques résultats de M. S. Mazur concernant 
la géométrie des espaces vectoriels normés. 

E désignant un tel espace, appelons translation toute transformation 
isométrique de l’espace E en lui-même de la forme U (x) = x -+- xo, où x) CE; 
les ensembles s’obtenant par translation des ensembles linéaires s’appelleront 
variétés linéaires. Une variété linéaire M= E portera le nom d’hyperplan, lors- 
qu’il n'existe aucune variété linéaire fermée G telle que HCGCE et HEÈGHE. 
Nous dirons qu'un ensemble A est situé d'un coté de l'hyperplan H, lorsque 


tout segment unissant deux point de A— H est disjoint de H. Un ensemble C 
sera dit corps convexe, lorsqu'il est fermé, convexe ct contient des points inté- 
rieurs. Un hyperplan H s'appellera plan d'appui (,Stützebene“) du corps con- 
vexe C, lorsque C est situé d’un coté et à la distance 0 de H; en particulier H 
peut donc passer par des points frontières de C. 

Ceci posé, on a le théorème: par tout point frontière x, d’un corps con- 
vexe C passe un plan d'appui H de C (cf. G. Ascoli, Sugli spazi lineari..., 
Annali di Mathematica X (1932), p. 33—81). Il en résulte que tout ensemble 
convexe fermé est faiblement fermé. En d’autres termes: étant donnée une 
suite {x,} de points de E, faiblement convergente vers X.CÆ, il existe des 


nombres non-négatifs c(n) a indices naturels, tels que c(n) = 0 pour tout n 


à partir d'un certain i et que la suite de points {Va} où Donc pour 
= 
tout i à partir d'un certain #, converge vers le point x). Cette dernière con- 
vergence a été obtenue par M.S. Mazur et moi d'abord par une autre voie. 
En particulier, pour l’espace (C) elle a été établie aussi par MM. D. C. 
Gillespie et W. A. Hurwitz (v. On sequences of continuous functions ha- 
ving continuous limits, Transact. Americ. Math. Soc. 32 (1930), p. 527—543) et, 
indépendamment, par M. Z. Zalewasser (v. Sur une propriété du champ des 
fonctions continues, Studia Mathematica II (1930), p. 63—67). 
On peut montrer de plus que la condition nécessaire et suffisante pour 
la convergence faible d'une suite (bornée) de points {Xn} vers un point Xp, 
est que tout corps convexe (borné) contenant une infinité de points x, con- 


tienne le point x. 
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